що є межею відносини  ймовірності влучення випадкової величини 
[image: image1.wmf]X

 в інтервал 
[image: image2.wmf]x
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 (чисельник дробу (3.1)) до значення цього інтервалу при прагненні останнього до нуля.  Густина імовірності має розмірність зворотну розмірності самої випадкової величини, тому що ймовірність події є безрозмірна величина, що приймає значення в інтервалі [0,1]. 


Функцію 
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, що характеризує ймовірність того, що дана випадкова величина 
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 не перевершить значення х,


[image: image5.wmf])

(

)

(

x

X

P

x

F

£

=

                                                 (3.2)

 називають інтегральною функцією розподілу (інтегральним законом).
Числову характеристику законів розподілу, що   виражає  їхню невизначеність, називають ентропією. Невизначеність оцінюється тільки по ймовірностях значень випадкової величини; самі значення випадкової величини в оцінці невизначеності не фігурують. Необхідність введення невизначеності як характеристики випливає з того, що закони, що мають однакові перші моменти, можуть характеризуватися різним ступенем невизначеності.  Величину ентропії для дискретних законів розподілу визначають за формулою
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при цьому передбачається, що розглядається повна група подій, тобто 
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Для визначення ентропії безперервної випадкової величини скористаємося виразом (3.3) у якості вихідного. Розіб'ємо шкалу рівнів безперервної випадкової величини 
[image: image8.wmf]X

 на невеликі ділянки 
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 й усередині кожної ділянки виберемо крапки 
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так, щоб виконувалася умова 
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Вираз (3.4) характеризує ймовірність 
[image: image12.wmf])
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влучення випадкової величини в інтервал 
[image: image13.wmf]i
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. Заміна безперервної випадкової величини 
[image: image14.wmf]X

сукупністю дискретних значень 
[image: image15.wmf]i
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буде тим точніше, чим менше ділянки 
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Для одержання ентропії безперервної випадкової величини використовують формулу (3.3) для ентропії еквівалентної дискретної випадкової величини та здійснюють граничний перехід  при 
[image: image17.wmf]0
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. Тоді з урахуванням умови нормування щільності ймовірності одержують вираз для ентропії безперервної випадкової величини у вигляді двох доданків, з яких перший визначається законом розподілу, а другий прагне до нескінченності:
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Отже, ентропія безперервної випадкової величини  дорівнює нескінченності. Однак у реальних умовах відлік повідомлень на прийомній стороні виробляється в дискретних крапках внаслідок кінцевої точності та розв'язної здатності апаратури, тобто інтервали 
[image: image19.wmf]i
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 мають скінченну величину, тому другий доданок у формулі (3.5) має постійну величину і зазвичай виключається з розгляду.

Перший доданок
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являє собою так звану диференціальну ентропію. Диференціальна ентропія залежить від статистики повідомлень. Ентропія дискретних законів є безрозмірною величиною, а ентропія безперервних законів має розмірність самої величини 
[image: image21.wmf]X

.

 
Доведено, що при заданій середній потужності (дисперсії 
[image: image22.wmf]2

s

) максимальну ентропію має нормальний закон розподілу ймовірностей. Якщо ж задана пікова потужність, то максимальну ентропію має рівномірний закон розподілу. В табл. 3.1 наведені імовірнісні та інформаційні характеристики досліджуваних випадкових процесів. 
 
У класичній статистиці зазвичай розглядається параметрична модель: вибірка 
[image: image23.wmf]n
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 відповідає розподілу відомого виду, тобто функція розподілу F(x) задана з точністю до одного або двох невідомих параметрів. Найчастіше припускають, що розподіл вибірки гауссів, а невідомі лише його параметри: математичне очікування – 
[image: image24.wmf]a

 і середньоквадратичне відхилення (СКВ) – 
[image: image25.wmf]s

. Зрозуміло, це досить обмежені припущення, і на практиці необхідно їх перевірити. 

Оцінка параметра 
[image: image26.wmf]a
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, отримана по вибірці, є випадковою величиною. Властивості оцінок повинні відповідати основним вимогам до оцінок:

– незміщеність –  оцінка 
[image: image27.wmf]a

ˆ

 параметра 
[image: image28.wmf]a

 є незміщеною, якщо її математичне очікування дорівнює шуканому параметру: 
[image: image29.wmf]a
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;
– слушність – оцінка 
[image: image30.wmf]a
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 називається слушною, якщо при збільшенні обсягу вибірки 
[image: image31.wmf]n

 вона прямує до істинного значення параметра (за імовірністю): 
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– ефективність –  оцінка 
[image: image34.wmf]a
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 називається ефективною (у визначеному класі оцінок), якщо вона має мінімальну дисперсію в цьому класі.
Ці властивості оцінок обумовлюють можливості їхнього застосування на практиці. Вимога незміщеності на практиці не завжди доцільна, оскільки оцінка з невеликим зміщенням і малою дисперсією може виявитися більш вагомою, ніж незміщена оцінка з великою дисперсією. 

Основними методами оцінювання є: 1) метод максимальної правдоподібності; 2) метод моментів; 3) метод найменших квадратів (МНК). 
Таблиця 3.1 - Імовірнісні та інформаційні характеристики досліджуваних випадкових процесів
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З методів отримання оцінок найпоширенішим є метод максимальної правдоподібності, що призводить до асимптотично незміщених й ефективних оцінок із приблизно нормальним розподілом. При цьому на основі заданої вибірки 
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 з відомою (з точністю до параметрів) щільністю розподілу 
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 складають функцію правдоподібності:
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Як оцінки вибирають такі значення параметрів, що максимізують функцію правдоподібності, це приводить до системи рівнянь
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Для вибірки з нормальним розподілом метод максимальної правдоподібності дає оцінки:

а) вибіркове середнє є середнє арифметичне вибірки – статистичний аналог математичного очікування – 
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б) вибіркову дисперсію – статистичний аналог дисперсії –
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Оцінки 

 і 
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 не зміщена, а 
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 має зсув. Незміщеною оцінкою дисперсії є
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Зазначимо, що відповідна оцінка СКВ
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є зміщеною, однак її зсув можна зробити малим, якщо замінити в знаменнику 
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Для розподілів, відмінних від гауссового, оцінки максимальної правдоподібності істотно відрізняються від середнього 

. Для рівномірного й експонентного розподілів оцінки засновані на упорядкованій  вибірці (варіаційному ряді): 
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; для рівномірного – це середина розмаху вибірки 
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або, інакше кажучи, півсума крайніх членів вибірки –
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а для експонентного – середній член упорядкованої вибірки (медіана) –
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Іншим класичним методом одержання оцінок є метод моментів. Він полягає в тому, що вибіркові моменти, отримані по експериментальним даним, дорівнюють до теоретичних  значень  моментів, отриманим  по  відомому розподілу і залежним  від невідомих  параметрів. Зокрема, для нормального розподілу метод моментів також дає приведені оцінки 
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. За цим методом  знаходять оцінки коефіцієнтів  асиметрії 
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 та ексцесу 
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, які визначають через оцінки третього та четвертого моментів відповідно:
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Для симетричного розподілу 
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розподілу у лівий бік 
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Коефіцієнт ексцесу для нормального розподілу дорівнює нулю, для рівномірного – 
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Ще один важливий метод одержання оцінок параметрів – метод найменших квадратів (МНК), у якому оцінки знаходять з умови мінімуму суми квадратів відхилень експериментальних даних від їхніх розрахункових значень відповідно до прийнятої моделі:
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По суті, це є окремим випадком методу максимальної правдоподібності для гауссового розподілу похибок. Стосовно до оцінки середнього значення по вибірці це зводиться до умови 
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[image: image100.wmf]x
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. Метод найменших квадратів найчастіше застосовується в більш складних параметричних задачах, наприклад, при побудові функціональних залежностей.

Нехай можливі значення випадкової величини представляють результати окремих спостережень. Послідовність п спостережень характеризується вибіркою розміру n, елементами якої є зазначені можливі значення випадкової величини X.

Розглянемо вибірки, що утворюються у результаті незалежних спостережень. Якщо відомі інтегральна функція 
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 випадкової величини, то вважають, що вибірка 
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Якщо здійснюється вибір з безперервного розподілу і число вибіркових значень дуже велике, можна робити групування.

При цьому діапазон можливих значень випадкової величини розділяють на N  непересічних інтервалів і поєднують вибіркові значення, що потрапляють у той самий інтервал. На кожному з цих інтервалів як на підставці будують прямокутник висотою
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[image: image126.wmf]å

=

n

=

*

N

i

i

h

x

i

n

x

f

1

)

(

1

)

(

,    де 
[image: image127.wmf]î

í

ì

³

<

<

£

n

=

n

+

+

1

1

,

,

0

,

)

(

i

i

x

x

i

x

x

x

x

i

x

i

x

i

,  а  
[image: image128.wmf]i

x

x

i

h

i

-

=

+

1


називають гістограмою вибірки. Вона служить статистичним аналогом щільності імовірності випадкової величини.

Методи оцінок невідомих параметрів розподілу випадкової величини найчастіше застосовуються в припущенні, що функціональна форма закону розподілу відома. Однак, ситуація така, що подібне припущення є не завжди виправданим, коли будь-яка апріорна інформація про зазначений закон відсутня. Необхідно на підставі вибіркових значень зробити статистичний висновок щодо виду функції розподілу, з якого витягнута вибірка.

Один із принципових шляхів рішення цієї задачі вказує теорема Гливенка, відповідно до якої емпірична функція розподілу 
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Сформульована вище задача зважується в наступній послідовності. За вибірковим значенням 
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 та імовірність того, що зазначена величина перевершує деякий поріг 
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Слід також мати на увазі, що обраний критерій згоди дає при досить малому рівні значимості  
[image: image153.wmf]a

 гарне правило, що дозволяє відкинути невірну гіпотезу. Частота відхилення істинної гіпотези в довгій послідовності прийняття рішень дорівнюватиме 
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, то хоча прийняте правило наказує затверджувати істинність висунутої гіпотези, треба до цього твердження ставитися обережніше: з погляду заданого критерію згоди немає підстави вважати, що вибіркові значення, які спостерігаються, не погодяться з гіпотетичним розподілом.

Недоліком критеріїв згоди є довільність вибору самого критерію і рівня значимості, а також труднощі, пов'язані з визначенням їхніх розподілів для кінцевих розмірів вибірки. 

Критерій «хі-квадрат» є одним з найпоширеніших на практиці критеріїв згоди.

Розіб'ємо область, де визначена гіпотетична функція розподілу 
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Як було доведено Пірсоном, якщо гіпотеза, що перевіряється, про істинність  розподілу 
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Крім відзначених вище загальних недоліків критеріїв згоди розглянутий критерій 
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 характеризується ще одним істотним недоліком, пов'язаним з довільною розбивкою області можливих значень випадкової величини на інтервали 
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 і відповідним групуванням вибіркових значень.

3.3 Опис лабораторної установки
Лабораторна робота виконується на персональному комп'ютері (ПК) із застосуванням універсальної математичної системи MathCAD 7.0 PRO (або пізніших версій), яка визнана в світі найкращою для науково-технічних розрахунків.
Для моделювання вибіркових послідовностей та їх статистичного та інформаційного аналізу рекомендуємо застосувати програму наведену на рис. 3.1.
Для установлення системи MathCAD 7.0 PRO потрібний ПК класу 486 і вище (бажаний Pentium/Pentium MMX/Pentium Pro/Pentium II) з ємністю [image: image185.png]ORIGIN =1 N =100 j=1.11 M=o s
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операційного запам'ятовуючого пристрою (ОЗП) не менше 64 Мбайт (і вище). На ПК має бути встановлена операційна система Windows 98 чи Windows NT 3.51 (і вище). Інсталяція в типовому обсязі вимагає 55 Мбайт. 

Для оформлення звіту доречно зберегти   усе набране і розраховане для свого варіанта у форматі rtf, а потім оформити звіт, залишивши тільки дані свого варіанта і отримані в процесі виконання графіки. В цьому випадку у звіті можна навести копію програми дослідження.  

3.4 Порядок виконання роботи і методичні вказівки з її виконання

Необхідно виконати по черзі статистичний та інформаційний аналіз модельних реалізацій X1, X2, ..., X6 шести стаціонарних ергодичних випадкових процесів з імовірнісними та інформаційними характеристиками, наведеними в табл.. 3.1.
Рекомендуємо набрати наведену на рис. 3.1 програму, виконати всі пункти завдання для сигналу X1. Візьміть до уваги такі  поради: 
· для запобігання помилок не плутайте  символи «=» – дорівняти» та «:=» – присвоїти»;

· графік гістограми необхідно виводити у режимі bar;

· зберігайте набране частіше, щоб не втратити результати роботи.
Для того, щоб одержати заготівлю для моделювання та подальшого аналізу наступного сигналу X2, треба скопіювати набрану програму і вставити її в новий файл. Такі дії варто повторити ще чотири рази для послідовностей X3, X4,  X5 і Х6 . 
Для моделювання сигналів X2, X3, X4, X5, Х6 потрібно внести деякі зміни у вихідну програму моделювання. Оператори, необхідні для моделювання інших сигналів і перевірки гіпотези про закон розподілу, наведені в табл. 3.2.
1. Одержати модельну реалізацію випадкового сигналу із заданими в табл. 3.1 значеннями математичного очікування – m і дисперсії – 
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2. Побудувати графік модельної реалізації. Провести на графіку реалізації горизонтальні прямі на рівнях: m1, m1
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 s, m1
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 2s, m1
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 3s.
3. Розрахувати основні числові характеристики.  Результати розрахунку представити у звіті  у вигляді табл. 3.3.
4. Розрахувати й побудувати гістограми розподілів для зазначених випадкових процесів. Результати надати у вигляді таблиць і графіків.

5. Виконати перевірку статистичної гіпотези за критерієм згоди Пірсона (Хі-квадрат критерію) про закон розподілу модельної реалізації випадкового процесу, вибираючи як гіпотетичний закон той же закон за яким отримана модельна реалізація. Зробити статистичний висновок відносно гіпотетичного закону розподілу. Заповнити пункти 12-14 табл. 3.3

6. Для всіх процесів з однаковою дисперсією 
[image: image190.wmf]1
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 В2  розрахувати диференціальну ентропію двома засобами: по теоретичних формулах, наведених у табл. 3.1 і по гіпотетичній щільності ймовірності шляхом чисельного інтегрування методом прямокутників. Результати внести в табл. 3.3.
Таблиця 3.2 - Оператори, необхідні для аналізу інших сигналів

	Сигнал
	Для моделювання сигналів
	Для перевірки гіпотези
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3.​5 Змі​ст​ зві​ту
У з​ві​т ​тр​е​ба вклю​чи​ти​: 
·  мет​у ​ро​боти; вихідні дані;
·  прогр​ам​у ​до​с​лідженн​я;​ 
·  графіки ше​сти модельних реалізацій;
·  результати розрахунку числових хара​к​те​ри​с​тик по​слі​довно​ст​ей​,​ з​в​ед​ені в ​т​аб​лицю (див. табл. ​3.3​); 
·  ​гр​аф​і​ки​ ​ше​сти гі​с​то​грам розп​од​ілу; 
·  р​езу​льтати перевір​к​и гіпотез про зако​н​и​ р​оз​поділ​у,​ за​писані в таб​ли​ц​ю (див. табл​. 3.3)​; ​
·  ​ре​з​ультат​и ​роз​рахункі​в​ д​и​ференціаль​ної​ е​нтр​опії,​ з​ве​де​н​і в та​бл​.1.​3;
·  вив​о​ди​.​
Таблиця 3.3 - Числові характеристики модельних реалізацій

	№
	Числові характеристики
	Модельні послідовності

	
	
	X1
	X2
	X3
	X4
	X5
	X6

	1
	Мінімальне значення 
[image: image218.wmf]min

x


	
	
	
	
	
	

	2
	Максимальне значення 
[image: image219.wmf]max

x


	
	
	
	
	
	

	3
	Розмах вибірки – r
	
	
	
	
	
	

	4
	Середина розмаху – 
[image: image220.wmf]r

m


	
	
	
	
	
	

	5
	Відхилення від 

середини розмаху – l
	
	
	
	
	
	

	6
	Вибіркове середнє – m1
	
	
	
	
	
	

	7
	Вибіркова дисперсія – D
	
	
	
	
	
	

	8
	Вибіркове стандартне 

відхилення – s
	
	
	
	
	
	

	9
	Вибірковий коефіцієнт 

асиметрії – A
	
	
	
	
	
	

	10
	Вибірковий коефіцієнт 

ексцесу – E 
	
	
	
	
	
	

	11
	Вибіркова медіана – me. 
	
	
	
	
	
	

	12
	Розраховане значення 

статистики Хі-квадрат - XI
	
	
	
	
	
	

	13
	Критична статистика 
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 =0,95)
	
	
	
	
	
	

	14
	Виводи: вибіркові значення погодяться з гіпотетичним розподілом (записати так чи ні)
	
	
	
	
	
	

	15
	Гіпотетичний розподіл

(див. табл. 3.1)
	як у Х1
	як у Х2
	як у Х3
	як у Х4
	як у Х5
	як у Х6

	16
	Теоретичне значення диференціальної ентропії
	
	
	
	
	
	

	17
	Значення диференціальної ентропії, знайдене по вибірці в біт на символ
	
	
	
	
	
	


3.6 Контрольні запитання 

1. Який фізичний зміст мають математичне очікування й дисперсія?

2. Як визначаються математичне очікування й дисперсія по відомій щільності ймовірності?

3. Як визначаються оцінки математичного очікування й дисперсії по вибірці?

4. Як зв'язані між собою стандартне відхилення й дисперсія?

5. Дайте визначення медіани.

6. Як визначається медіана по відомій щільності ймовірності й по вибірці? 

7. Що таке гістограма розподілу? Як будується гістограма розподілу по вибірці?

8. Як визначається коефіцієнт асиметрії по вибірці? У якому випадку коефіцієнт асиметрії рівняється нулю? Більше нуля? Менше нуля?

9. Як визначається коефіцієнт ексцесу по вибірці? У якому випадку коефіцієнт ексцесу рівняється нулю? Більше нуля? Менше нуля?

10.  Як здійснюється перевірка гіпотези про закон розподілу за критерієм згоди Хі-квадрат?

11. У  чому  сутність вимоги  адитивності  до  виміру невизначеності вибору?
12. Назвіть основний недолік виміру невизначеності, запропонованою Хартлі.
13. У яких одиницях виміряється невизначеність вибору?
14. Які вимоги  пред'являються до виміру  невизначеності вибору з дискретного ансамблю?
15. Охарактеризуйте сутність поняття ентропії.

16. Викладете основні властивості ентропії дискретного ансамблю.
17. Запишіть вираження для умовної ентропії й поясните її зміст.
18. Як визначити ентропію декількох взаємозалежних ансамблів?
19. Яка особливість визначення ентропії безперервного джерела інформації?
20. Дайте визначення диференціальної ентропії й сформулюйте її основні властивості.
21. Які розподіли мають максимальну диференціальну ентропію:

а) при обмеженні діапазону зміни випадкової величини?
б) при обмеженні дисперсії випадкової величини?
22. Як зв'язані між собою поняття кількості інформації й ентропії?

23. Чим розрізняються поняття часткової та середньої кількості інформації?
24. Сформулюйте основні властивості кількості інформації.
25. Запишіть вирази для визначення кількості інформації при неповній вірогідності передачі:

    а) від дискретного джерела;

     б) від безперервного джерела.
26. У чому сутність іпсилон – ентропії випадкової величини?

27. Охарактеризуйте   середньоквадратичний   критерій   вірності відтворення.

3.7 Рекомендована література
1. Левин Б. Р. Теоретические основы статистической радиотехники. Книга вторая. – М.: Сов. радио. 1968. - 504 с. 

2. Гмурман В. Э. Теория вероятностей и математическая статистика. – М.: Высш. школа, 1972. - 368 с. 

     3. Кузьмин И. В., Кедрус В. А. Основы теории информации и кодирования - К.: Вища шк., 1986. - 238 с.
4 ДО​СЛІ​ДЖЕН​НЯ ЦИ​Ф​РО​ВИХ ФІ​ЛЬ​Т​РІВ

ПЕР​ШО​ГО ТА ДРУ​ГО​ГО ПО​РЯД​КІВ

4.1 Ме​та ро​бо​ти

До​слі​ди​ти вплив па​ра​ме​т​рів (ко​е​фі​ці​є​н​тів) ре​ку​р​си​в​них і не​ре​ку​р​си​в​них ци​ф​ро​вих фі​ль​т​рів пер​шо​го і дру​го​го по​ряд​ків на ча​со​ві і ча​с​то​т​ні ха​ра​к​те​ри​с​ти​ки

4.2 
Ме​то​ди​ч​ні вка​зі​в​ки з ор​га​ні​за​ції са​мо​стій​ної ро​бо​ти

Озна​йо​м​те​ся з те​мою за кон​с​пе​к​том і лі​те​ра​ту​рою [1 – 5; 6, c. 234 – 253].  


Ал​го​ритм ро​бо​ти лі​ній​но​го ін​ва​рі​а​н​т​но​го у ча​сі ре​ку​р​си​в​но​го ци​ф​ро​во​го фі​ль​т​ра (ЦФ) дру​го​го по​ряд​ку при ну​льо​вих по​ча​т​ко​вих умо​вах мо​ж​на за​пи​са​ти  у ви​гля​ді лі​ній​но​го рі​з​ни​це​во​го рі​в​нян​ня з по​стій​ни​ми ко​е​фі​ці​є​н​та​ми
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​

д​е x(n​)​ т​а y(n) – в​ідліки с​иг​налів​ ​на​ в​ході ​та​ ​виході ​цифрово​го​ ​фільт​ра, взяті в м​ом​енти ч​асу​ n​T,​ Т​ — період​ д​ис​к​ре​т​из​ації.

Для нерекурсивного​ ЦФ a​1​ = 0, a2 = 0, тому маємо
y(n)= b0x(n)+ b1x(n – 1)+ b2x(n – 2).        ​  ​  ​ ​      ​  ​(​4.​2)​
​

І​мпульс​н​ою​ х​аракт​ер​и​стикою циф​ро​во​го філь​тра h(n​)​ ​називають відг​у​к (ре​акц​ія​)​ ЦФ на вхі​дну​ послі​дов​н​ість в​ в​игл​яд​і​ ​дискретн​ої​ ​де​льта-​фу​нк​ції (одини​чн​ог​о імпу​ль​су​, або імпульсу Кронекера)
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Перехідн​а​ хара​кте​ри​с​тика ЦФ g(​n) ​— реак​ці​я​ ЦФ на​ ​в​хідну по​слі​довність в вигляді одиничної функції включення:
        ​[image: image226.wmf]î

í

ì

<

³

=

.

0

при

0

,

0

при

1

)

(

1

n

n

n

​  ​ ​          ​  ​ ​  ​  ​ ​  ​     ​   
[image: image227.wmf]î

í

ì

<

³

=

.

0

при

0

,

0

при

1

)

(

1

n

n

n

                                ​(4​.4)
  ​   ​ П​ерехідна g(n) та імпульсна h(n) характеристики пов’язані співвідношенням
 g(n)=
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