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НОВОСИБИРСКИЙ  ГОСУДАРСТВЕННЫЙ  ТЕХНИЧЕСКИЙ  
УНИВЕРСИТЕТ

ФАКУЛЬТЕТ  АВТОМАТИКИ  И  ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ  ТЕХНИКИ
Кафедра  Систем Сбора и Обработки Данных

Дисциплина  «Теория  и  обработка  сигналов»,     5 - й семестр

ЛАБОРАТОРНАЯ  РАБОТА  № 4
ДИСКРЕТНОЕ И БЫСТРОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ФУРЬЕ
Цель работы:  изучение дискретного преобразования Фурье и его свойств, алгоритмов быстрого преобразования Фурье,  приобретение практических навыков вычисления и использования дискретного преобразования Фурье в среде Matlab.

Задание и порядок выполнения работы.
1. Ознакомьтесь с дискретным преобразованием  Фурье  (ДПФ), его свойствами и алгоритмом быстрого преобразования Фурье (БПФ) по учебной литературе, например,  [1] стр. 87-100 или [2]  стр. 249-260.
2. Используя  функцию dftsum() для вычисления ДПФ по выражению (1)
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составленную в лабораторной работе № 3, вычислите ДПФ следующих сигналов

а)  
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  для  N = 10.
          а)  x(n) = 1 для N = 10,

          б)  x(n) = cos(2πn/10) для  N = 10.
Постройте графики сигналов и их амплитудных спектров для каждого случая.
Объясните характер спектров.
3. Напишите Matlab-функцию для вычисления обратного (инверсного) ДПФ с форматом x = idftsum(X). Формула вычисления этого преобразования

 


[image: image3.wmf]1

,...,

1

,

0

,

)

(

1

)

(

1

0

/

2

-

=

=

å

-

=

N

n

e

k

X

N

n

x

N

k

N

n

k

j

N

p

,

(2)
где X – N-точечный вектор ДПФ, x – вектор сигнала во временной области. 
Примените написанную Вами функцию idftsum(X) для вычисления обратного ДПФ  вышеприведенных сигналов. Сопоставьте графики исходных сигналов и результаты вычисления с помощью idftsum(X).
4. Вычислите с помощью функции dftsum(x)  ДПФ случайной последовательности  длиной 503 точки. Для генерирования   последовательности используйте функцию randn(). С помощью встроенной  в Matlab функции  cputime  (или процедуры tic...toc) определите время вычисления функции  dftsum(x).   Соответствующий пример представлен в Приложении 1. 
5. Вычислите ДПФ случайной последовательности длиной 503 точки с помощью встроенной в Matlab функции fft(). Определите (функция cputime) время вычисления  ДПФ и сопоставьте его с временем вычисления функции dftsum().
          Обратите внимание, что в функции fft() используется алгоритм быстрого преобразования Фурье (БПФ, англ. FFT), который имеет наивысшую скорость, когда длина последовательности данных является степенью числа 2, в противном случае используется алгоритм БПФ, обладающий меньшей производительностью. Число 503 является простым, не разлагается на множители, поэтому время вычисления БПФ для данного случая является относительно большим, хотя и значительно меньшим, чем с помощью функции dftsum(). 
         Представьте в отчете в краткой форме описание алгоритма БПФ с прореживанием по времени.
6. Определите ближайшее сверху к значению 503 число, являющееся степенью 2. Найдите время вычисления ДПФ для последовательности такой длины с помощью функций dftsum() и fft(). При вычислении с помощью fft() организуйте цикл из 1000 вычислений и разделите общее время вычисления цикла на 1000, поскольку единичное вычисление ДПФ в этом случае получается очень быстрым и не может быть определено с достаточной точностью. 
        Сопоставьте и объясните  полученный результат времени вычисления  с соотношением между временем вычисления обычного ДПФ и БПФ с основанием 2.  

Предполагая, что время вычисления БПФ при основании 2 пропорционально 
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 (N – длина последовательности), оцените время вычисления для последовательности длиной 4096. Константу коэффициента пропорциональности найдите из предыдущих вычислений.  Определите действительное время вычисления БПФ длиной 4096, сопоставьте с оценкой времени. Чем можно объяснить различие?
7. Одной из областей, которая основана на использовании ДПФ, является спектральный анализ, задача которого заключается в определении частотного спектра измеряемого сигнала (процесса). 
        Ознакомьтесь и выполните программу из Приложения 2. Прокомментируйте результат исполнения.  Измените частоту гармоники до значения 9 Гц и вновь выполните программу.  Обратите внимание, что в данном случае спектр гармоники состоит уже из многих линий, при этом основной вклад  в спектр вносят составляющие с частотами 8 и 10 Гц. Эта особенность поведения спектра носит название «утечки» или «растекания» спектра и упрощенно  может быть объяснена тем, что длительность сигнала не равна целому числу периодов. Особенность проявляется тем заметнее,  чем больше несоответствие между длительностью сигнала и целым числом периодов.
8. Важной характеристикой спектрального анализа является его «разрешающая способность»  (частотное разрешение), которая определяет возможность выделения соседних частот спектра как отдельных линий. В процедуре спектрального анализа на основе ДПФ частотное разрешение 
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где   
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- частота дискретизации,
         Ts  - интервал дискретизации,
         N – размер ДПФ,

         T – длительность сигнала.


Напишите и выполните программу, которая

а) формирует сигнал как сумму гармоник с частотами  f1 = 22 Гц, f2 = 34 Гц, амплитудами А1 = 0,5 ,  А2 = 1, частотой дискретизации   Fs = 100 Гц, числом точек сигнала M = 16;

б)  вычисляет спектр Фурье сигнала с помощью N – точечного ДПФ;
г)  строит в одном окне масштабированные графики сигнала и его амплитудного спектра.


Выполните программу для  N = 16, N = 64 и N = 128 при длине сигнала 

М = 16 отсчетов.  Сделайте вывод о влиянии размера ДПФ на частотное разрешение.
Примечание: при  N>M  для   вычисления  fft() сигнал дополняется нулевыми значениями (zero padding) до значения N.
9.   Для уменьшения влияния растекания спектра («утечки энергии») в спектральном анализе используется оконная обработка анализируемого сигнала, которая заключается в умножении сигнала на ту или иную функцию окна. Matlab имеет несколько встроенных функций для вычисления значений наиболее распространенных окон. Функцию нужного окна можно, в частности, вычислить с помощью процедуры window(). Далее можно вывести график соответствующего окна для просмотра его  формы. Просмотрите форму функции окна Хэмминга.

Измените программу вычисления и вывода спектра сигнала из суммы двух гармоник, дополнив её обработкой сигнала оконной функцией Хэмминга (hamming())  в виде     
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’. Выполните программу для М = 16 и размера ДПФ  N = 64. При этом должно быть предусмотрено построение графиков исходного сигнала, сигнала, взвешенного окном, и его амплитудного спектра.  Полезным является также выполнение программы с другими оконными функциями.  Пронаблюдайте и прокомментируйте результаты. Сравните с результатом из предыдущего пункта. В заключение этой части работы  выполните программу при длине сигнала M =256, длине БПФ  N =512, прокомментируйте полученный результат.
10.   Выполните пример использования преобразования Фурье для выделения полезного сигнала из смеси с шумом. Для этого программно сформируйте сигнал, являющийся суммой   синусоид единичной амплитуды с частотами 50,  100,  200 Гц и случайного аддитивного нормального шума (функция randn) с нулевым средним значением и средним квадратическим отклонением, равным 2. Частота отсчетов при этом - 1000 Гц, число точек – не менее 512.
         Постройте график этого сигнала во временной области. Убедитесь, что полученные графики не позволяют определить, какие частоты присутствуют в рассматриваемом сигнале. 
         Вычислите спектральную плотность мощности (СПМ) сигнала по выражениям 
                       y = fft(y,512)
                       pyy=y.*conj(y)/512   % вычисление СПМ
         Постройте график СПМ. Объясните результаты.  Можно ли и как  использовать подобную методику для обнаружения периодического зашумленного сигнала?
11. Сделайте необходимые пояснения, заключения и выводы, проверьте освоение материала по контрольным вопросам и упражнениям.
 Окончательно оформите отчет по лабораторной работе.    В отчете должны быть представлены 

· титульный лист,

· название и цель работы, 

· формулировки пунктов работы, команды и  .m – файлы, графики,
          комментарии, выводы.
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Web – ресурсы 

1. http://tiger.cs.nstu.ru/tos/nperiodic/start.html
2. http://www.mathworks.com/access/helpdesk/help/toolbox/signal/signal.shtml
Контрольные вопросы и упражнения.
1. Запишите и объясните выражение дискретного преобразования Фурье (ДПФ).
2. Найдите ДПФ сигнала  x[k] = {-1,  0,  -1,  0}. Изобразите спектр амплитуд и спектр фаз.

3. Определите ДПФ сигнала 
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4. Определите сигнал, спектр (ДПФ) которого имеет вид  
X[n]={1, 1+i, 1, 1-i}.
5. Сигнал  x[k]  имеет ДПФ  X[n]={16,  0,  -3,  5,  16,  0,  -3,  5}.  Какой вид имеет ДПФ сигнала  x[k-4]?
6. Известна часть коэффициентов ДПФ X[n] = {1, 1+i, 1+i2, 1-i3,  -2,  *,  *,  *} некоторого сигнала. Полагая, что N=8,   восстановите недостающие значения ДПФ с помощью свойства симметрии.
7. Сформулируйте и докажите свойство свертки ДПФ.

8. Используя теорему Парсеваля для ДПФ, найдите среднюю мощность сигнала  
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. Сопоставьте результаты вычисления во временной и частотной области.

9. Что такое быстрое преобразование Фурье?  Кратко объясните сущность алгоритма БПФ с прореживанием по времени.

10.    Объясните синтаксис функции fft() вычисления ДПФ.

11.    Проведите сравнительный анализ быстродействия обычного и быстрого (БПФ) преобразований Фурье.

12.    В среде Matlab определите 128-точечное ДПФ сигнала



Постройте график амплитудного спектра сигнала.

13. Как используется БПФ в спектральном анализе сигналов?
14. Что такое частотное разрешение спектрального анализа? От каких факторов оно зависит?  Как можно увеличить частотное разрешение?
15. Для чего используется оконная обработка исследуемого процесса в спектральном анализе?
Приложение 1. Пример определения времени вычисления ДПФ с помощью        функции dftsum()

% Файл – сценарий

t=0:0.001:0.502;

% Формирование случайной последовательности
x=2*randn(size(t));

t1=cputime;   %  Начало времени вычисления ДПФ
y=dftsum(x);  % Вычисление  ДПФ

t2=cputime - t1 % Конец времени вычисления 

% Построение графиков во временной и частотной области
subplot(211), plot(t,x)

subplot(212), plot(abs(y))
Приложение 2.
%  Скрипт-файл формирования сигнала и определения его спектра

N=32;

n=-N/2:N/2-1;

Fs=64; % Частота отсчетов

f1=8; % Частота гармоники

n1=n+N/2;

y=cos(2*pi*f1*n1/Fs); % сигнал

Y=fft(y);  % Вычисление  ДПФ  

Yp=fftshift(Y);% Сдвиг ДПФ

f=n*Fs/N; % Частотная шкала 
figure(1), subplot(211), plot(n1/Fs,y,'ko-')

grid

set(gca, 'FontName','Times New Roman Cyr', 'FontSize', 10)

xlabel('Время, с')

title('Гармонический сигнал с частотой 10 Гц')

subplot(212), stem(f,abs(Yp)/N)

grid

set(gca, 'FontName','Times New Roman Cyr', 'FontSize', 10)

xlabel('Частота, Гц')

title('Амплитудный спектр сигнала')
Составил  доц.  Щетинин  Ю.И.
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