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4 ВВЕДЕНИЕ
Теория проектирования оптимальных конструкций является одним из основных направлений строительной механики и тем ключевым направлением науки, на основе достижений которой могут быть созданы прогрессивные конструкции и сооружения.
Разработка проблем проектирования оптимальных конструкций позволяет преодолеть трудности, обусловленные несовершенством конструктивных форм, большой материалоемкостью сооружений. Следует отметить, что эффект от внедрения методов оптимального проектирования конструкций (ОПК) тем выше, чем сложнее проектируемая конструкция, и величина его может быть в отдельных случаях значительна [106]. ОПК сохраняет свое значение при разработке новых транспортных и строительных сооружений еще и потому, что снижение затрат материалов уменьшает расход энергии, уровень загрязнения среды и интенсивность эксплуатации минеральных ресурсов [97].
Данное направление в теории проектирования инженерных сооружений и строительной механике получило в последнее время интенсивное развитие. Число публикаций, посвященных оптимальному проектированию, весьма велико и продолжает возрастать. В последние десятилетия сформировались новые научные направления в проектировании оптимальных конструкций, получены значительные результаты, важные в теоретическом и прикладном отношениях.
Большой вклад в развитие теории ОПК внесли отечественные
ученые Н.В.Баничук, А.И.Виноградов, Л.Н.Воробьев, Ю.Б.Гольдштейн,
Б.В.Гринев, В.А.Киселев, В.А.Комаров, И.Б.Лазарев, Л.С.Ляхович,
В.П.Малков, Д.А.Мацюлявичюс, Ю.В.Немировский, Е.Л.Николаи,
Ю.М.Почтман, И.М.Рабинович, КХА.Радциг, А.Р.Ржаницын,
А.П.Сейранян,
Н.Д.Сергеев,
Н.Н.Складнев,
А.Ф.Смирнов,
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В.А.Трошпшй, А.П.Фипипшт, А.А.Чираг, и другие Пррди зарубежных ученых наибольший вклад внесли Я.Арора, З.Васютинский, Д.Келлер, М.Леви, З.Мруз, Ф.Ниордсон, Н.Ольхофф, ВЛрагер, Д.Рожваны, Д.ТеЙлор, М.Тернер, Э.Хог, Р.Шилд и другие.
В трудах вышеперечисленных ученых заложены не только основы теории ОПК, но и получено решение целого ряда задач, предложено много новых эффективных методов и алгоритмов решения задач оптимизации.
Достаточно полные обзоры исследований, посвященных задачам оптимального проектирования различных типов конструкций, даны в работах В.В.Болотина, И.И.Гольденблата и А.Ф.Смирнова [13], А.И.Виноградова, О.П.Дорошенко и И.С.Храповицкого [20], Ф.Ниордсона и П.Педерсена [73], В. Прагера [88], М.И.Рейтмана и Г.С.Шапиро [94], Н.Д.Сергеева и А.И.Богатырева [105], В.А.Троицкого и Л.В.Петухова [Ш], Э.Хога и Я.Ароры [115], С.Чжу и В.Прагера [120] Герасимова Е.Н., Почтмана Ю.М. и Скалозуба В.В. [26], Круглова А.И. и Лазарева И.Б. [47], Образцова И.Ф. и Васильева В.В. [75], Почтмана Ю.М. и Харитона Л.Е. [87] и других.
Заметим, что первоначально решение задач оптимального проектирования стержневых конструкций проводилось с использованием методов классического вариационного исчисления. Однако они позволяли решать лишь частные задачи ОПК. Появление в середине прошлого века вычислительной техники и ее применение к решению задач оптимизации привело к интенсивному развитию методов математического программирования, которые позволили ставить и решать все более сложные задачи расчета и оптимизации конструкций.
Главная
альтернатива
методам
математического
программирования применительно к оптимизации конструкций появилась в последние десятилетия  в виде  методологии критериев
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оптимальности. Сущрствпнннм моментом при разработке- мстодоб, основанных на критериях оптимальности, было использование преимуществ, связанных с особыми свойствами оптимальных конструкций.
Известно (Е.Л. Николаи, А.Ф. Смирнов, А.И. Виноградов, Н. Ольхофф и др.), что системы наименьшего веса обладают особыми свойствами. Эти свойства зависят от класса сооружений, типа варьируемых параметров и набора ограничений. В настоящее время свойства систем минимального веса и соответствующие им критерии оптимальности выявлены только для небольшого числа частных случаев.
Выявленные свойства могут использоваться как критерии систем наименьшего веса и служить основой для построения методов их синтеза. При этом задача о поиске минимума заменяется задачей о синтезе систем с заранее заданными свойствами. Кроме того, такая постановка не только позволяет создавать эффективный вычислительный алгоритм, но и с высокой степенью достоверности оценивать уровень приближения полученного решения к оптимальному.
В диссертации рассматриваются особые свойства стержневых систем наименьшего веса и разработаный на их основе метод синтеза таких систем.
Диссертация выполнена на кафедре строительной механики Томского государственного архитектурно-строительного университета.
Диссертационная работа состоит из введения, пяти глав, заключения и списка использованной литературы.
В первой главе производится анализ современного состояния вопросов теории ОПК. Анализируются традиционные постановки задач оптимизации в виде задач математического программирования. Рассматриваются работы,  посвященные особым свойствам стержней
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наименьшего пега На пгнпве приведеннпгп янапича формупируютг.я цели и задачи исследования.
Во второй главе формулируются особые свойства стержней наименьшего веса при учете разнородных ограничений (по прочности, устойчивости и на величину первой частоты собственных колебаний).
Третья глава посвящена выбору и обоснованию дискретной модели расчета стержневых систем, а также изложению основной идеи метода последовательных приближений реализации особых свойств стержневых систем наименьшего веса при их синтезе. Приводится алгоритм реализации метода при действии различных вариантов нагрузок и разнородных ограничениях.
В четвертой главе исследуются вопросы сходимости и точности метода синтеза при различных сочетаниях ограничений (ограничения по прочности, устойчивости, на величину первой частоты собственных колебаний).
В пятой главе иллюстрируются некоторые возможности метода синтеза стержневых систем наименьшего веса на основе реализации их особых свойств. Кроме того, показаны возможности использования разработанного метода синтеза для оценки решений, полученных другими методами.
В заключении приводятся основные выводы по результатам проведенной работы.
1. КРАТКИЙ ОБЗОР И АНАЛИЗ МЕТОДОВ ОПТИМАЛЬНОГО ПРОЕКТИРОВАНИЯ СТЕРЖНЕВЫХ СИСТЕМ
1 Л. Краткий обзор и анализ работ, посвященных решению задач
оптимизации на основе методов математического
программирования
В настоящее время теория оптимального проектирования является одним из актуальных и развивающихся разделов в механике деформируемого тела. Число публикаций в этой области постоянно увеличивается. Все более разнообразными становятся постановки задач и методы их решения.
Задачи оптимизации стержневых систем делятся на две большие группы [101]. К первой относятся задачи оптимизации внешних воздействий на систему. В качестве примеров могут быть названы задачи поиска оптимального статического или динамического нагружения системы. Вторая группа включает в себя задачи оптимизации параметров систем. В таких задачах осуществляется управление основными характеристиками системы, например, распределением массы, жесткости, площади поперечных сечений и так далее. В данной работе будут рассматриваться только задачи второй группы.
Первая задача оптимального проектирования стержневых конструкций была поставлена и решена еще Лагранжем в 1770 - 1773 годах. Это была задача о колонне наименьшего веса, жестко заделанной на одном конце и загруженной сжимающей силой на другом. При решении находилась форма колонны, отвечающая минимуму веса при заданной критической силе. Неточность, которая содержалась в решении Лагранжа,  была устранена только  в   1851   году в  работе
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русского академика Кпаузрна [7?,].
Заметим, что первоначально решение задач оптимального проектирования стержневых конструкций проводилось с использованием методов классического вариационного исчисления в привычной для того времени постановке. Однако применение методов классического вариационного исчисления сдерживало развитие исследований, так как при таком подходе к реальным задачам оптимизации пространство поиска решения сужается. Данное обстоятельство приводило к тому, что решались лишь частные задачи оптимального проектирования стержневых конструкций.
Значительное развитие теории оптимального проектирования стержневых конструкций связано с успехами в развитии вычислительной техники. Появление электронно-вычислительных машин способствовало интенсивному развитию методов неклассического вариационного исчисления, математического программирования, методов оптимального управления системами с распределенными параметрами, которые позволили ставить и решать все более сложные задачи оптимизации стержневых конструкций.
Анализ работ по оптимальному проектированию стержневых конструкций показывает, что к настоящему времени сформировались две взаимно двойственные постановки задач оптимизации стержневых конструкций. Постановки этих задач могут в общем виде формулироваться следующим образом:
1)
Заданы воздействия. Требуется определить такие параметры
проектирования, при которых потребность в ресурсах, необходимых для
сооружения конструкции, была бы минимальной, а требования,
заложенные в строительных нормах, выполнялись.
2)
Задан некоторый объем ресурсов, необходимых для сооружения
конструкции.  Требуется при заданном  объеме ресурсов определить
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такие; параметры проектирования, при которых конструкция могла бы нести максимально возможные нагрузки и воздействия без нарушения требований, заложенных в строительных нормах.
В большинстве рассмотренных работ в качестве ресурсов
учитываются либо материал, расходуемый на изготовление конструкции
(по объему, по весу или по стоимости), либо стоимостное выражение
расходов по изготовлению, транспортированию, монтажу, а иногда и по
эксплуатации конструкции. Естественно предположить, что учет затрат,
связанных не только с расходами материалов, более правомерен. Однако
этот подход может быть реализован в частных случаях, так как
стоимостные
выражения
расходов
по
изготовлению,
транспортированию, монтажу и эксплуатации конструкции в большой степени зависят от конкретных условий строительства и эксплуатации здания или сооружения. Кроме того, названные выражения зачастую не удается прогнозировать с достаточной степенью точности. Поэтому, несмотря на критические замечания [24, 54], многие авторы при оптимальном проектировании стержневых конструкций учитывают в качестве ресурса лишь расходуемый материал [17, 66, 92, 107, 48 и другие].
Возможности оптимального проектирования существенно расширились в связи с внедрением в практику проектирования вычислительной техники и эффективных численных методов расчета, в частности метода конечных элементов [136, 149, 155]. В работе [149] приведена матричная формулировка задачи. Основные уравнения метода представляют собой систему линейных уравнений, которые решаются с помощью итерационной процедуры метода Ньютона-Рафсона. Отмечено, что если собственная форма колебаний в процессе оптимизации претерпевает значительные изменения, то возможны трудности со сходимостью процесса.
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D работе [150] попользуется аналогичный метод для решения задач ОПК, подверженных потере устойчивости. Рассматривается случай нелинейной зависимости элементов матрицы жесткости от параметров проектирования. Получены оптимальные решения для однопро летных и двухпролетных стержней и портальной рамы со сжатыми стойками. При проектировании варьировалась площадь геометрически подобных поперечных сечений.
Оптимизации конструкций по весу из условий прочности посвящены работы [50, 68, 81 и др.]. В работах [9, 33, 103] учитываются ограничения по прочности и жесткости, а в [104] ограничения на жесткость, устойчивость и частоту колебаний. Исследованию вопроса сходимости прочностных перерасчетов в задачах оптимизации посвящена работа А.И.Виноградова [18].
В.А.Комаров [45] предлагает способы ускорения итерационного процесса в отыскании равнопрочных конструкций. Анализ напряженно-деформированного состояния конструкций производится с использованием метода конечных элементов, а ускорение итерационного процесса предлагается достигнуть за счет решения систем линейных уравнений с различной точностью на различных шагах итерации. Итерационный шаговый алгоритм оптимизации строительных конструкций используется в работах [48, 136], причем на каждом шаге делается один перерасчет конструкции.
В рассмотренных выше работах в основном учитываются ограничения только одного вида по устойчивости, по частоте колебаний или по прочности. Это оправдано лишь в тех случаях, когда заранее известно какое ограничение и в какой мере определяет оптимальную форму конструкции, или при очень узкой постановке задачи. В этих случаях при ОГЖ достаточно учесть один основной вид ограничений, а проверку    остальных    осуществить    путем    однократного    расчета
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пптимапьной конструкции.
В большинстве же задач проектирования конструкций, загруженных несколькими видами нагрузок, заранее это определить невозможно, т.к. параметры оптимального проекта, как правило, соответствуют границе области допустимых решений, определяемой несколькими ограничениями одновременно. Даже в таком достаточно простом случае как проектирование балок прямоугольного поперечного сечения, загруженных статической нагрузкой с учетом ограничений по прочности [94], приходится учитывать ограничения на величину ширины поперечного сечения или учитывать возможность потери устойчивости плоской формы изгиба, т.к. при поиске оптимального решения без учета этих ограничений высота сечения стремится к бесконечности.
Среди работ, посвященных вопросу ОПК с учетом нескольких ограничений, необходимо отметить [102, 137, 138]. В этих работах рассматривается задача определения формы упругой балки минимального веса при ограничениях, наложенных в виде неравенства на частоту собственных колебаний и силу потери устойчивости. АЛ.Сейранян в [102] для вывода необходимых условий оптимальности использует принцип Рэлея и проводит исследование в зависимости от значения параметров частоты и критической силы. Приводится результат оптимального проектирования шарнирно опертой балки с переменной высотой прямоугольного поперечного сечения, полученный численно с использованием метода последовательных приближений. В рассмотренном примере выигрыш в весе по сравнению с балкой минимально постоянной толщины составил 10-11%.
В работе [138] определяется форма шарнирно опертой балки, для которой при заданной сжимающей силе основная частота колебаний достигает максимального значения. Решение задачи с нелинейными
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уолошшмн оптимальности получено численно с помощью итерационного метода. Решение получено для различных типов поперечного сечения балки с различными значениями сжимающей силы.
В работе [126] методом последовательных приближений решается задача оптимального проектирования арок с учетом ограничений по прочности, устойчивости и технологических.
В [66] обсуждается вопрос ОПК при совместных ограничениях на жесткость, устойчивость и собственные частоты колебаний, В качестве конкретных примеров рассмотрены задачи: минимизации веса балки для двух различных нагрузок при ограничениях, наложенных на податливость; минимизации веса балки при ограничениях, наложенных на частоту собственных колебаний и критическую силу потери устойчивости. Ограничения на прочность, жесткость и частоту собственных колебаний учитываются при проектировании консольной балки переменной площади сечения, загруженной двумя вариантами нагрузки. Для определения низшей частоты собственных колебаний использовался приближенный метод Рэлея. Собственный вес стержня не учитывался. Для минимизации функции цели применен алгоритм поэтапной оптимизации, который включает итерационный спуск на границу области допускаемых значений переменных и случайный поиск на линии уровня линейной функции цели. Однако возможное применение разработанного метода ограничивается только рассмотренным примером.
Ограничения на величину частоты собственных поперечных колебаний, критическую силу и прогиб в заданной точке учитываются при проектировании балок наименьшего веса [101]. С помощью анализа каждого из ограничений предлагается способ построения квазиоптимального решения задачи с полным набором ограничений и дается оценка его близости к оптимальному решению. Предполагается,
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что конструкция испытывает укачанные втдейптвия в отпельности, Рассматривается пример проектирования шарнирно опертой балки минимального веса.
В работе [127] для преодоления трудностей вычислительного характера при ОПК с учетом многочисленных ограничений предлагается переходить к меньшему числу функциональных ограничении, записанных в виде интегральных сумм. Предлагается алгоритм для построения таких ограничений. Е.Н. Герасимов [25] предлагает поэтапный учет ограничений при проектировании шарнирно-стержневых систем в условии многих загружений. В работе [148] предлагается проводить предварительный отсев неактивных ограничений. Вопросу эффективности учета ограничений в процессе оптимизации посвящены также работы [139, 153].
В работе Э.Хога иЯ.Ароры [115] предложены методы численного решения задачи оптимального проектирования широкого класса конструкций с учетом ограничений на напряжения, деформации, критические силы и собственные частоты колебаний. В рассмотренных примерах, как правило, в каждом сечении варьируется один параметр, что несколько сужает возможности задачи оптимизации, особенно в тех случаях, когда расчетная схема конструкции и нагрузка в двух главных плоскостях инерции различны. Примеры оптимизации конструкций с различными граничными условиями и в частности многопролетных балок не рассматриваются.
На основе проведенного анализа работ, посвященных оптимальному проектированию стержневых конструкций, можно сделать следующий вывод. Появление в середине прошлого века вычислительной техники и ее применение к решению задач оптимизации привел к интенсивному развитию методов математического   программирования,   которые   позволили   ставить   и
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решать всё более сложные задачи расчета и оптимизации конструкций, Однако в последние десятилетия появилась альтернатива методам математического программирования в виде выявления и использования критериев оптимальности. Более подробно рассмотрим этот вопрос в п.1.2.
1.2. Исторический обзор методов оптимизации конструкций, использующих критерии оптимальности.
Как было отмечено, альтернатива методам математического программирования применительно к оптимизации конструкций появилась в последние десятилетия в виде выявления и использования критериев оптимальности. Существенным моментом при разработке методов, основанных на критериях оптимальности, было использование преимуществ, связанных с особым характером задач оптимизации конструкций.
Теоретические основы рассматриваемого подхода были заложены Прагером и Тейлором [152] и Шу и Прагером [156]. В ряде их изящных работ рассмотрены простые задачи применительно к сплошным телам, приводящие к условиям оптимальности в виде дифференциальных уравнений. Задача оптимизации формулируется в вариационной форме в виде уравнений Эйлера. Решением задачи оптимизации, представленной дифференциальными уравнениями, определяется оптимальная форма конструкций. Характерным примером является нахождение формы сечения стержня минимального объема, несущего заданную сжимающую нагрузку. Этот подход оказался весьма эффективным теоретически, но мало эффективным на практике. Дело в том, что его нельзя применить к конструкциям общей формы. Большинство конструкций, встречающихся на практике, рассчитываются методами
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конечнму чттрмр.нтап, и гтттпму становится целесообразным нахождение подхода, основанного на разработке и адаптации критериев оптимальности для дискретных математических моделей. Это также означает, что задача оптимизации снова сведется к нахождению решений уравнений, выражающих условия оптимальности, которые, однако, являются уже алгебраическими, а не дифференциальными.
Методикой, основанной на использовании критериев оптимальности, предусмотрено, что сначала необходимо вывести условия, которым должен удовлетворять оптимальный проект. Эти критерии должны основываться на математической формулировке задачи с использованием или без использования аппроксимаций. Затем разрабатывается алгоритм, основанный на этих критериях. Цель алгоритма оптимизации - проектирование объекта по системе критериев оптимальности для получения оптимального решения. Для проекта, удовлетворяющего критерию, далее гарантируется, что для него достигается локальный минимум. В этом смысле методы, основанные на критериях оптимальности, попадают в категорию непрямых методов оптимизации. Математическая форма критериев оптимальности эквивалентна условиям Куна-Таккера теории нелинейного программирования.
Процедура оптимизации по своему характеру часто является итерационной в силу нелинейности задачи. Это находит свое отражение в соответствующих алгебраических уравнениях и условиях оптимальности. Соотношения для ограничений также являются нелинейными по переменным проектирования. На каждом шаге процедуру итерации можно разделить на две фазы. В первой фазе проводится расчет конструкции для определения характеристик ее поведения под действием приложенных нагрузок. Во второй фазе проводится преобразование переменных проектирования с помощью
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рекуррентных соотношений, выведенных на основе критериев оптимальности.
В частном случае при наличии единственного ограничения или единственного доминирующего ограничения рекуррентное соотношение превращается фактически в формулу для определения оптимальных размеров элементов конструкции. Если, кроме того, внутренние усилия не зависят от размеров поперечных сечений элементов конструкции, как это имеет место для статически определимых конструкций, то одна или всего несколько итераций по выбору размеров конструкции приводят к оптимальному или почти оптимальному проекту.
Большим преимуществом этого метода является то, что число итераций, необходимых для достижения оптимума, фактически не зависит от числа элементов конструкции. Это свойство делает данный метод удачно приспособленным для оптимизации размеров крупных промышленных конструкций. Однако, если усилия в элементах конструкции чувствительны к размерам их поперечных сечений, как это наблюдается в задаче по оптимизации размеров элементов многостержневой фермы, то в таком случае может потребоваться большое число итераций для достижения оптимального проекта.
При построении рекуррентных соотношений приходится иметь дело с неизвестными двух групп. Первая группа состоит из градиентов ограничений, а вторая - из множителей Лагранжа. Градиенты могут быть вычислены с помощью соответствующих вариационных принципов, а множители Лагранжа должны быть вычислены с помощью некоторого итерационного метода. В частном случае задачи с одним ограничением соответствующий множитель Лагранжа может быть записан в виде явного выражения. Для задач со многими ограничениями в силу присущей им нелинейности решить соответствующие уравнения относительно множителей Лагранжа в явном виде не удается.
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Ниже будут рассмотрены некоторые методы и стратегии итераций, разработанные за последние годы, для вычисления множителей Лагранжа в задачах с ограничениями по напряжениям и деформациям, а также для выполнения требований, вытекающих из соответствующих критериев оптимальности.
Важнейшее требование, которому должна удовлетворять любая конструкция, сводится к необходимости соблюдения критерия прочности в каждом элементе. Ограничение прочностных характеристик входит в число других ограничений, накладываемых на проект конструкции. На практике критерии прочности удовлетворяются с помощью концепции полностью напряженных конструкций (ПНК); эта концепция явилась одним из первых критериев оптимальности. Неадекватность ее применения для проектирования конструкции минимального веса рассмотрена в работе Галлагера [133]. При реализации процедуры оптимизации, соответствующей концепции ПНК, подбирают размеры поперечного сечения каждого элемента, исходя из требования, чтобы напряжение, возникающее в этом элементе, было равно максимально допустимому напряжению в данном элементе. Эта процедура приводит к конструкции минимального веса только в том случае, когда конструкция является статически определимой и имеется одно условие нагружения.
В силу простоты алгоритма оптимизации, основанного на концепции ПНК, он был распространен на проектирование статически неопределимых конструкций при наличии многих условий нагружения и при различных ограничениях по допустимым напряжениям. При использовании такого подхода к статически неопределимым конструкциям принимается, что у большинства практических конструкций распределение усилий по элементам нечувствительно к размерам  поперечных  сечений  этих элементов,  т.е.   связью  между
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распределением усилий и размерами поперечных сечений пренебрегают. Из-за этого допущения рассматриваемый алгоритм для некоторых конструкций приводит не только не к оптимальному проекту, но и к проекту с неэффективным распределением усилий в элементах конструкции.
Для того, чтобы избавиться от этого недостатка, различными исследователями были предложены модифицированные алгоритмы ПНК. В соответствии с этими модификациями переменные проектирования изменяются по сравнению с немодифицированным алгоритмом ПНК всего лишь на несколько процентов, и к оптимальному проекту можно прийти всего лишь за 4-5 итераций вместо многих циклов оптимизации, которые нужны при немодифицированных алгоритмах, до того, как проект будет удовлетворять соответствующему критерию (см. работу Галагера [133]). При корректном подходе к оптимальному проектированию конструкции при наличии ограничений по напряжениям каждое такое ограничение пришлось бы заменить эквивалентным ограничением по перемещению и применить алгоритм, основанный на множестве ограничений по перемещениям. Но в задачах оптимизации при наличии ограничений по напряжениям число активных ограничений может быть весьма значительным для конструкций, которые схематизируются большим числом конечных элементов. Вследствие этого такой подход может оказаться неэффективным, если не прибегнуть к аппроксимированию.
Для ферм [163, 164] был предложен алгоритм, основанный на концепции равномерной плотности энергии деформации. Метод, основанный на плотности энергии деформации, был использован для проектирования конструкций из композиционных материалов, состоящих из элементов типа мембран и элементов, работающих на сдвиг   [143].   Алгоритм   оптимизации   подвергся   преобразованиям,
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направленным па уменьшение эффекта, г.ткпяннпгп с. неодинаковыми уровнями допускаемых напряжений. Алгоритм, основанный на равномерной плотности энергии деформаций, в общем случае приводит к более благоприятному распределению материала для ряда задач оптимизации, чем алгоритм ПНК. Однако рассматриваемому алгоритму присущи те же недостатки что и алгоритму ПНК, в тех случаях, когда речь идет об оптимальном проектировании конструкций, для элементов которых разница в уровнях допускаемых напряжений весьма значительна.
В работе [130] предложен простой способ определения множителей Лагранжа для задач оптимизации при наличии ограничений по напряжениям меняющегося уровня. Приведено решение ряда задач с помощью этого алгоритма.
В задачах с ограничением по перемещениям речь идет об ограничениях на максимальное перемещение узла или на линейную комбинацию перемещений в конструкции. Кроме наложения ограничений на перемещения при отыскании оптимального проекта учитываются ограничения по напряжениям и по размерам поперечных сечений элементов конструкции. Берке [128] разработал алгоритм для проектирования конструкций минимального веса при наличии единственного ограничения по перемещению. Этот алгоритм был применен для решения ряда типовых задач [134]. В качестве пассивных ограничений рассматривались ограничения по напряжениям и по размерам поперечных сечений элементов конструкции. Так как на конструкции накладывалось только одно ограничение, то связанный с этим ограничением множитель Лагранжа мог быть записан в виде формулы, которую можно было ввести в рекуррентное соотношение. Этот метод нельзя распространить на решение задач оптимизации конструкций   при   наличии   многих   ограничений,   так   как   нельзя
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разрешить нелинейные, урапне.ния относитепъно множителей Лагранжа и записать решение в явном виде.
Попытка решить задачу оптимизации при наличии многих ограничений с помощью метода огибающей была сделана в работе [134]. При подборе размеров поперечных сечений элементов по этому методу все ограничения рассматриваются отдельно и принимается максимальный размер поперечного сечения для каждого элемента. Такой алгоритм является приближенным подходом для решения практических задач, и в общем случае его применение приводит к квазиоптимальным проектам, но таким, которые считаются приемлемыми с практической точки зрения. Позже другими учеными были предложены различные методы вычисления множителей Лагранжа для задач со многими ограничениями по перемещениям. В работе [162] принимали, что множители Лагранжа, связанные с каждым возможным активным ограничением, обратно пропорциональны предельным значениям ограничений, а в работе [159] было предложено вычислять множители Лагранжа по методу Ньютона-Рафсона. Авторы работ [151] и [129] ввели рекуррентное соотношение, основанное на отношении действительного перемещения к предельному. Киюсалаас [145] предложил применить ряд линейных соотношений, выведенных из условия, что изменение переменных проектирования должно удовлетворять ограничениям-равенствам. Этот подход был использован в работах [142] и [156]. Предложенные соотношения были аналогичны тем, которые используются в методе проекций теории математического программирования [140], [144]. При выводе уравнений для определения множителей Лагранжа Доббс и Фелтон [131] использовали условие, что среднеквадратическая ошибка при удовлетворении критерию оптимальности должна быть минимальной.
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Методы, упомянутые RT.TTTIR, дают представление о различных подходах, предложенных для вычисления множителей Лагранжа. Кроме этих основных подходов в литературе встречаются их различные модификации. Все эти методы представляются их авторами как самостоятельные, никак не связанные с основными подходами. Однако на самом деле они взаимосвязаны, и на эту взаимосвязь указали в своей работе Кот и др. [142]. Более подробное обсуждение данного вопроса содержится в работе Кота [ 1411.
Отметим, что существует целая группа методов, позволяющих обойти непосредственное вычисление множителей Лагранжа. Хотя в данной работе множитель Лагранжа применяется, однако его значение не вычисляется.
Подходы, основанные на критериях оптимальности, были применены при оптимизации конструкций с учетом ограничений по потере устойчивости, по динамической жесткости и по флаттеру [144, 163,161,146,157].
В работе [51] излагаются идеи построения методов, основанных на использовании критериев оптимальности, приводятся некоторые соображения относительно возможных практических критериев завершения поиска. При использовании методов критериев оптимальности увеличение размерности пространства варьируемых параметров незначительно изменяет число необходимых итераций и общее время оптимизации конструкции. Это обстоятельство стимулировало распространение указанных методов для оптимального проектирования весьма сложных систем, оптимизация которых с помощью прямых поисковых методов была бы затруднительна.
Однако алгоритмы, программы и исследования оптимизации с помощью методов критериев оптимальности практически ограничены только упругими фермами. Рамные и другие конструкции, как правило,
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не рассматривались, хотя пршщипиа пьно нет ограничений для использования данных методов и в этих случаях. Недостатком обсуждаемых методов является также определенная сложность выявления активных ограничений.
Для повышения эффективности процесса ОПК могут создаваться гибридные алгоритмы, сочетающие применение прямых поисковых методов на первой стадии поиска с методами критериев оптимальности на завершающей стадии, когда определяется множество ограничений, активных в точке э кстремума [51].
Большое внимание рассмотрению методологии критериев оптимальности уделено в работе [74]. Приведен вывод основных соотношений для критериев оптимальности при ограничении перемещений, напряжений (критерий полностью напряженных конструкций, критерий равномерности плотности энергии деформаций, критерий эквивалентного ограничения перемещений), также приведен вывод критерия оптимальности при ограничениях потери устойчивости в случае статического нагружения, критерий оптимальности для ограничения динамической жесткости конструкции.
В статьях Ляховича Л.С. [55, 56] формулируются критерии оптимальности для ряда частных задач при ограничениях по прочности, устойчивости и ограничениях на величину первой частоты собственных колебаний. Анализ состояния рассматриваемого вопроса приведен также в обзорных работах [160, 147].
В данной работе ставится задача обобщить имеющиеся результаты и предложить алгоритм синтеза сооружений наименьшего веса при разнотипных варьируемых параметрах и разнородных ограничениях.
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1.3. Постановка задачи.
Рассматривается задача оптимального проектирования стержневых систем как задача синтеза систем, обладающих особыми свойствами. Конструкция, выполненная из изотропного линейно-упругого материала, подвержена воздействию собственного веса, статической и динамической нагрузок.
Под оптимальной понимается конструкция минимального веса, удовлетворяющая разнородным ограничениям (по прочности, устойчивости, конструктивным ограничениям и ограничениям, наложенным на величину первой частоты собственных колебаний).
Для записи целевой функции, ограничений требуется знать выражение интегральных характеристик поперечного сечения, таких как площадь, момент инерции, момент сопротивления через параметры проектирования. Для каждого конкретного типа поперечных сечений такие выражения получить несложно. Для иллюстрации возможностей предлагаемого метода будем рассматривать оптимальное проектирование конструкций, поперечное сечение элементов которых имеет вид прямоугольника с варьируемой по длине элемента высотой и шириной сечения. Очевидно, что все проделанные выводы могут быть повторены и для некоторых других сечений, заданных с точностью до двух параметров.
Рассмотрим стержень прямоугольного сечения, загруженный продольной сосредоточенной силой Р, продольной распределенной нагрузкой р(х), распределенной поперечной нагрузкой, представленной составляющими в главных плоскостях инерции поперечного сечения -Чі(х), Яи(х)- Стержень несет массу, распределенную по закону т(х).
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Рис. 1.3.1
Требуется отыскать такие законы изменения размеров сечений bj=bj(x) и b2-b2(x), которые удовлетворяли бы ограничениям (1.3.2) -(1.3.6) и придавали бы функции цели (1.3.1) минимальное значение.
Функция цели:
V= J&, (x)b2 (x)dx.
(1*3.1)
о
Ограничения:
по прочности
ао(х) <, а-0
(1.3.2)
по общей устойчивости
Рку < Р}{1\,
(1.3.3)
Рку<Р2Щ
(1.3.4)
на величину первой собственной частоты
u>0ka<u>t[l),
(1.3.5)
Фока£ бо2[1]
(1.3.6)
Здесь: V- объем материала стержня;
(70(х)  - наибольшее  приведенное  по  выбранной теории  прочности напряжение в сечении;
сто- предельное расчетное напряжение для данного материала; ку - коэффициент запаса по устойчивости продольного изгиба;
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P([l], PAJ]    наименьшие критические прпдппьные силы соответственно
в главных плоскостях инерции сечений стержня;
а)о-заданное предельное значение частоты собственных колебаний;
А:^- коэффициент запаса по частоте;
о>\{ї\, а>2ІЦ - первые частоты собственных колебаний соответственно в
главных плоскостях инерции сечений стержня.
Ставится цель - выявление свойств стержневых систем наименьшего веса при варьировании параметрами сечения и наличии разнородных ограничений, формулирование соответствующего им критерия и построение на его основе метода синтеза оптимальных конструкций как метода проектирования сооружений с заранее заданными свойствами. Реализация поставленной цели позволит также использовать полученные критерии и для оценки традиционных решений.
Таким образом, задача о поиске минимума заменяется задачей о синтезе систем с заранее заданными свойствами. Кроме того, такая постановка не только позволяет создавать эффективный вычислительный алгоритм, но и с высокой степенью достоверности оценивать уровень приближения полученного решения к оптимальному.
2. ОСОБЫЕ СВОЙСТВА СТЕРЖНЕЙ НАИМЕНЬШЕГО ВЕСА ПРИ УЧЕТЕ РАЗНОРОДНЫХ ОГРАНИЧЕНИЙ
§2.1. Особые свойства стержней наименьшего веса при действии пространственной статической нагрузки и ограничениях по
прочности.
Для вывода особых свойств стержней наименьшего веса при действии пространственной статической нагрузки и ограничении по прочности рассмотрим вначале задачу в традиционной постановке при функции цели:
о
и ограничении по прочности:
<Tq(x) £ о*о.
А затем на основе анализа выведем свойства, вытекающие из традиционной постановки,
Для этого рассмотрим функционал, на основе которого определяется напряженно-деформированное состояние стержня. Именно это напряженно-деформированное состояние является основой для ограничения по прочности.
Функционал записывается в виде:
3q =   |[0J5K/I(x)(v")2-0s5^)(v,)2-^Wv]^ +
о
!
+ J[0?5£J2(;c)(W')2 ~0,5р(х){м!)2 -q2(x)w]dx+
о
+ J[0S5£^)(«')2 -p(x)u*]dx
(2.1Л)
о
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Здесь; сгДлг)   -   наибольшее  приведенное   по   выбранной   теории   прочности
напряжение в сечении;
<т0- предельное расчетное напряжение для данного материала;
сг,,сгг- напряжения от изгибающих моментов, действующих в главных
плоскостях инерции сечений стержня;
<тр- напряжение от продольной нагрузки;
Е - модуль упругости данного материала;
р(х)- продольная распределенная нагрузка;
q{(x\q2(x)- составляющие распределенной поперечной нагрузки в
главных плоскостях инерции поперечных сечений стержня;
А(х)- площадь поперечного сечения стержня;
./, 00,i/3(.r)- главные центральные моменты инерции поперечных сечений
стержня;
v,w- прогибы в главных плоскостях инерции;
и - перемещения сечений под действием продольной нагрузки.
Условиями     стационарности    функционала    (2.1.1)    являются уравнения:
ФД=о,
(2Л-2>
ФД=0,
(2Л.З)
ФД=0,
(2.1.4)
Ограничение по прочности представим в виде:
ст1+(т2+<тр <<т0.
(2.1.5)
Запишем уравнения (2.1.2) - (2.1.4) более подробно.
ФД = [EJ, {хУ]; +[р(*У I -gi(x) = 0
(2.1.6)
ФД =[EJ2(x)Wl] + \p(x)wl]-q2(x) = 0
(2.I.7)
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ФД=[яГ(*)«'І-[р(х)]ґ=0
, /      , ,
(2Л.8)
или       EF(x)u -р(х) = const
Для стержня прямоугольного сечения с размерами поперечных
сечений bl=bl(x) и Ь2=Ьг{х)  известно, что
ад-ТР ^W = :lf' 4*> = *А-

(2 Л .9)
Для вывода свойств искомой оптимальной системы рассмотрим функционал, объединяющий функцию цели и ограничение по прочности:
УЩ=У-ХЩЭ„
(2.1.10)
где Xq - множитель Лагранжа.
С учетом (2.1.9) выражение (2.1.10) примет вид
(2.1.11)
Условия экстремума для Ущ\ Подставляя (2.1.11), получим
(2.1.12)
Voq = jbt{x)b2(x)dx-Xq\ E^{v"f-0,Sp(x)(y>f-qi{x)v dx~ -Лч) E&(W!)2 -0,Sp(x)(w'? - q2(x)Jrfx--Xq j[0,5^A(«')2" p{x)u!]bc
(ъ\ъ.
/b\bh,J\^
j\i\i
24
24
<5(Уоч\=Ь2~ЛдЕ^(у'У\   -ZqE^(w»y\   -^£(0,5^00%>
*<У«\ - ь2 -лче^(уУ Л^Л{и>)>^

= 0

(2.1.13)
-А,£(0,5&Л(«')%
/*.
= 0
-AqE
■{w"Y
■W7
24
24
^л^-v
Jb.
^A=*i~V
£(ИучЖ(и^Д(и')ї
24
8  Ч
2V

(2.1.14)
30
Преобразуем выражение: (?. 1. П):
2£ ^ (£&/)*    C^vi/Q1
, г
(2.1.15)
А.
4
12
t      }
Отметим, что
= Му = МХЬ ^ £/v"6 = ЕЪ]Ъ2у'% = Еу"Ък
^     Wx     bfb2 ~   Ь\Ьг        \2bfb2
2
Evfib,
аналогично
а2 = ■
2
Тогда (2.1.15) примет вид:
of+Icrf+ffJ-Cow/.
(2.1.16)
Аналогично преобразуем (2Л. 14)
3      4 ИЛИ
^     3      4
4
V      '
-af+al+al^Const.
(2.1Л7)
Здесь сг, = -j-1-,  <т2 = —|-  - нормальные напряжения в крайних
bi ьг
ь\ь2
волокнах от изгибающих моментов Л/, и М2, действующих в главных плоскостях инерции сечения стержня, a tip - напряжение от продольной
силы.
Из (2.1.16), (2 Л. 17) следует, что Jcr, | = 1с2 L т. е.   -j-1 = —|-. Откуда
bt b2     bjb2
~   b-,     М, получаем соотношение между размерами сечении: —- = —~.
Ьг     Мг
Итак, равенства
„l-l^l,   i.^
Р-1-18)
62     А/,
и соотношение
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(2.1.19)
= сг,
сь
Ы+Ы+
представляющее брус равного сопротивления устанавливают свойства стержней наименьшего веса при действии пространственной статической нагрузки и ограничениях по прочности. Заметим, что выполнение только (2.1.19) не приводит к оптимальному решению.
Приведем иллюстративный пример.
Пример 2.1. Консольная балка (рис. 2.1) длины / = 6 м загружена равномерно распределенной нагрузкой qj = 400 кН/м, q? - 300 кН/м в двух главных плоскостях. Исходные данные для проектирования следующие: модуль упругости Я = 2*105 МПа, модуль сдвига G = 8* 104 МПа, расчетное сопротивление материала изгибу Со = 200 МПа. Варьируются размеры поперечного сечения bj[\] и ^[i]. Используются ограничения по прочности, они являются активными в примере 2.1. Именно это условие выполняется в виде равенства.
Полученные напряжения нормируем к единице (подробнее процесс нормировки напряжений для различных случаев будет описан в главе 3), т.е. за приведенные напряжения примем следующие: <ц[ї\ —
~^>   ФИ = ^J. График (<т. +<т0)/сг0~1 на рисунке 2.1 иллюстрирует
выполнение свойства (2.1.19), а о\   =<т„   -0,5   и &/<&2 ~ 4/3  - свойства
(2.1.18).
По сравнению со стержнем постоянного по длине квадратного сечения (b} = b2= 0,70 м, VQ =2,945 м ) при разбиении стержня на 11 участков экономия материала составила 55.11% (К= 1.322 м ).
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Рис. 2.1
Таблица 2.1
	Номер участка, и
	Параметры оптимальной конструкции

	
	bi
	ъ2

	1
	80,60 см
	60,45 см

	2
	75,39 см
	56,54 см

	3
	69,98 см
	52,49 см

	4
	64,36 см
	48,27 см

	5
	58,47 см
	43,86 см

	6
	52,27 см
	39,20 см

	7
	45,66 см
	34,25 см

	8
	38,51 см
	28,88см

	9
	30,57 см
	22,93 см

	10
	21,19 см
	15,90 см

	11
	1,40 см
	1,40 см


33
2.2. Особые свойства стержней наименьшего веса при действии продольной силы и ограничениях по общей
устойчивости.
Для вывода особых свойств стержней наименьшего веса при действии продольной силы и ограничениях по общей устойчивости рассмотрим вначале задачу в традиционной постановке аналогично п,2Л. Функция цели:
V=\bi(x)b2{x)dx,
(1.3.1)
с
ограничения по общей устойчивости
Рку < Р/М,
(1-3.3)
Рку < ВД.
(1.3.4)
На основе анализа выведем свойства, вытекающие из традиционной постановки. Для этого рассмотрим функционал, на основе которого описывается форма потери устойчивости. Именно состояние потери устойчивости является основой для ограничения по общей устойчивости.
Функционал, соответствующий потере устойчивости в первой плоскости, записывается в виде:
Э„ = ^EJ.ixXv'lf -0,5р(х)(у'р?\іх=0,

(2.2.1}
во второй плоскости:
Эр1 = J[0,5£J2(*)(m/')2 - 0,5р(*)(Ч)2^ = °
(2'2'2)
о
Условиями    стационарности    функционалов
(2.2.1)    и    (2.2.2)
являются уравнения:
*ОД,=0.
(2.2.3)
Si3pl)v=0.
(2.2.4)
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Для вывода cbuhlib искомой оптимальной системы рассмотрим функционал, объединяющий функцию цели и ограничения по общей устойчивости:
У*=У-*РхЗрі~Лр1Зр7
(2.2.5)
Условия экстремума для Vop;
ОДД.-0,   б(У„)Ь1=0,
(2.2.6)
где V- объем материала стержня, Хр\ и Хр2 - множители Лагранжа. С учетом (1.3.1), (2.2.1) и (2.2.2) Г0/, запишется в виде:
Vop = fcWbiWdx-l^ jfp,5EJt(xXv'!,)2-0,5p(x)(v'p)2}bc-
о
о
-Лр1 ^ЬЕ32{х)Ы'Р? -0,5/7(*)(м/ф. о
Учитывая, что     Зх(х) = -±^у   J2(x)=~i-^-,    получим:
ЗД
'Гь »J
-t(Wpy-0,5р(х)Ыр)>
о .

dx.
Тогда условия экстремума (2.2.6) перепишутся в виде:
ад,)„ = b2 -Xp^{v«p? -Л^іД «) = 0
24
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(2.2.7)
£_ДД_1 Д = 0
р!   6        '    2
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„
6М,     Ev"h
6M2     Ew%
Здесь:      о-   =-—i = _£J.,      a   =_i = _£-i      -      нормальные
'     о, о2        2
'      fyor
2
напряжения   от   изгибающих   моментов,   возникающих   в   главных плоскостях инерции сечения стержня при потере устойчивости. Из разности уравнений (2.2.7) следует:
VU-Vu'
(2-2-8)
crSp = const ]
(2.2.9)
а2р = const]
Выражения (2.2.8) и (2.2.9) устанавливают свойства стержней наименьшего веса при потере устойчивости в двух плоскостях инерции. Эти свойства выражают требования постоянства напряжений <гХр и <т2р
по длине стержня и соотношение между ними. При потере устойчивости в одной плоскости постоянство напряжений было отмечено еще Е.Л.Николаи [32].
Приведем пример, иллюстрирующий сформулированные выше свойства.
Пример 2.2. Шарнирно опертая по концам балка (рис. 2.2) загружена равномерно распределенной нагрузкой интенсивности 9=10кН/м и сжимающей силой Р = 2000 кН. Модуль упругости Е~ 2*105 МПа, модуль сдвига G — 8*104 МПа, расчетное сопротивление материала изгибу оь ~ 200 МПа, коэффициент запаса по устойчивости ку = 2, длина пролета / = 6 м.
Варьируются размеры поперечного сечения bj[i\ и b2[i]. Используются ограничения по прочности (1.3.2) и устойчивости (1.3.3), (1.3.4).
Активными в примере 2.2 оказались ограничения по устойчивости (1.3.3) и (1.3.4). Именно они выполняются в виде равенств. График о>р~1, о>р~1 иллюстрирует выполнение свойства (2.2.9).
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По сравнению со стержнем постоянного по длине квадратного сечения ф] ~ Ь2 = 0,172 м, V0 = 0,178 м3) при разбиении стержня на 11 участков экономия материала составила 11,80% (У = 0,157 м ).
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Таблица 2.2.
	Номер участка и
	Параметры оптимальной конструкции

	
	bi
	Ьз

	1
	13,91 см
	13,91 см

	2
	14,29 см
	14,29 см

	3
	16,35 см
	16,35 см

	4
	17,52 см
	17,52 см

	5
	18,15 см
	18,15 см

	6
	18,35 см
	18,35 см

	7
	18,15 см
	18,15 см

	8
	17,52 см
	17,52 см

	9
	16,35 см
	16,35 см

	10
	14,29 см
	14,29 см

	11
	13,91см
	13,91 см
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2.3. Особые свойства стержней наименьшего веса при ограничениях на величину первой частоты собственных колебаний.
Вывод особых свойств стержней наименьшего веса при действии пространственной статической нагрузки и ограничениях на величину первой частоты собственных колебаний начнем с рассмотрения задачи в
традиционной постановке при функции цели:
і У= \Ьх{х)Ьг{х)сЬс
о
и ограничениях на величину первой частоты собственных колебаний:
щк.їа&і],
Для вывода особых свойств, вытекающих из традиционной постановки, рассмотрим функционалы, на основе которого определяются формы собственных колебаний в двух главных плоскостях инерции:
Эв1 = {[о^ОсХО2 -0,5р(*Н)2\&- J0,5a1[m(x) + pA(x)yadx
(2-ЗЛ)
о
о
'rf
1
'
Эш2 = ДО^ЯЗДЮ1 -0,5/>(*)(u/ ?)k- Jo,5^[m(*) + M*)k^
n 3 2)
о
о
\   •   •   J
Условиями стационарности данных функционалов являются уравнения:
*(ад„.=0,
(2.3.3)
3(Э„2)„=0.
(2.3.4)
Запишем теперь функционал, объединяющий функцию цели и ограничения на величину первой частоты собственных колебаний:
К^У-^Э^-Л^Э^О
(2.3.5)
условия экстремума функционала (2.3.5):
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адл.=о>    S(v0jb2 = o.

(2.3.6)
С учетом (1.3.1), (2.3.1) и (2.3.2) выражение   V0e> запишется в следующем виде:
К. - lbl(x)b2(x)dx^1 $},5EJt(x)(v!>)1~0,5p(x)(v'j2}ix +
о
о
+ Xetl\Q,5a>1[m(x) + pA(x№dx- А„2 j[o,5£/2(х)(^)2 -0,5р(х)(^)2}к +
о
о
+ Лтг jb,5<y2 [т(х) + pA(x)\vl<£c.
Для стержня прямоугольного сечения:
Тогда:
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^ = ^00M*)^-L J

Г^р^)3-0,5^)^» +
о
oL   ■"
+ Лт2 jb,5u>2 [m(x) + pbxb2 \vldx.
Условия экстремума (2.3.6) соответственно запишутся
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адЛі=ь2-4,

ЕЬ-^ІУУ ЛрЬ2а>\1
-л.
'й>2

ЕЪ<№-{<***<

= 0,

(2.3.7)
адЛ^-А,,
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£~0O2-:W^
^2

е^«У~~Ао>Ч

= 0.

(2.3.8)
Преобразуем (2.3.7), (2.3.8):
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Е-Хт

UEb{   Л1    1      2 2   "

ьві2

'і/Й2      .V        1
з     ї

-0,

(2.3.9)
ы
Е-Х,

\{ЕЬ,  У
61  2

--/*» ХЯ

-Л,

1Ґ£62   /у
— —-w"
2І2     и

\2

1        a   2

= 0.

(23.10)
С учетом того, что:
Oi» =

^to _ 6А/ІФ ^ бД/,^ _ 6£U,V£     £v>,
ft1*,
^Ь,
^
12А,262
_ Мгш _ Шга
Ж,
1<а


пък
6EJ2wj _ 6Щ%у% _ Ewjb2
Ьрг
bfi.
выражения (23.9), (23.10) примут вид:
•<л
Е-Х.
Е-Кг

&\ь,       Е
2   2
2      2*
6      2И     *


ш2
-Л
'ш2
-А.



	6
	£       2   :

	2
	Е         2    2



= 0,
0.
Здесь     <т]а,о-2<№     -    нормальные    напряжения    от    моментов,
возникающих   при   собственных   колебаниях   в   главных   плоскостях инерции.
Теперь из полученных уравнений следует:
—2
2„2
<*!• = щ* - 15Еро) ущ = const
—2
2,.,2
°2* = °2« -\,5Ер& wl = const
(23.11) (23.12)
Выражения (2.3.11), (2.3.12) устанавливают свойства стержней наименьшего веса при собственных колебаниях в двух главных плоскостях инерции.
Приведем иллюстративный пример.
Пример 2.3. Защемленная на левом конце и шарнирно опертая справа балка исследуется на собственные колебания. Значение интенсивности      равномерно      распределенной      внешней      массы
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т(х)~ 100кг/м, плотности материала р — 0>002 кг/см , коэффициента запаса по квадрату частоты собственных колебаний кт = 2, длина пролета балки / = 6 м, модуль упругости Е ~ 2*105 МПа, расчетное сопротивление материала изгибу сг0 = 200 МПа.
Варьируются размеры поперечного сечения bi\i\ и £з|7]. Используются ограничения на величину первой частоты собственных колебаний (1.3.5) и (1.3.6). Они являются активными ограничениями, т.е. выполняются в виде равенств.
Графики с      ~ 1,   а       -1 на рис. 2.3 иллюстрируют выполнение
свойств (2.3.11) и (2.3.12). Свойства (2.3.11) и (2.3.12) нарушаются лишь в одном сечении, размеры которого из-за стремления к нулю конструктивно ограничены.
По сравнению со стержнем постоянного по длине квадратного сечения (Ь} = Ъ2 = 0,211 м, V0 = 0,268 м3) при разбиении стержня на 11 участков экономия материала составила 23,51% (Г= 0,205 м ).
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Рис. 2.3
Таблица 23
	Номер
участка,
	Параметры оптимальной конструкции

	
	Ъг
	Ъг

	1
	24,74 см
	24,74 см

	2
	21,48 см
	21,48 см

	3
	16,80 см
	16,80 см

	4
	0,41 см
	0,41 см

	5
	15,60 см
	15,60 см

	6
	18,45 см
	18,45 см

	7
	19,61 см
	19,61 см

	8
	19,89 см
	19,89 см

	9
	19,20 см
	19,20 см

	10
	17,25 см
	17,25 см

	П
	12,49 см
	12,49 см
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2.4. Особые свойства стержней наименьшего песя при действии пространственной статической нагрузки и разнородных
ограничениях.
Рассмотрим функционал, объединяющий функцию цели и разнородные ограничения (по прочности, общей устойчивости, на величину первой частоты собственных колебаний)
V^ =V-A43q -Лр1Э„ ~Лр2Эр2 -ЛаХЭф1-Л„2Эа1.
(2.4.1)
Сформулированные выше свойства стержней наименьшего веса могут использоваться в различных сочетаниях в зависимости от постановки задачи. Так, например, свойства (2.1.18) и (2.1.19), соответствующие условиям прочности, могут использоваться совместно с (2.2.8) и (2.2.9), соответствующими условиям устойчивости, и (2.3.11), (2.3.12) (собственные колебания). При этом соблюдаться будут только те свойства, которые соответствуют активным ограничениям.
Приведем несколько примеров для иллюстрации. В примерах 2.4.1, 2.4.2 приняты следующие исходные данные: модуль упругости Е = 2*105 МПа, модуль сдвига G - 8*104 МПа, расчетное сопротивление материала изгибу щ ~ 200 МПа, коэффициент запаса по устойчивости
Ку      £t
Варьируются размеры поперечного сечения Ь][г] и b2{i\. Результаты расчетов и экономия материала по сравнению с решениями при постоянном по длине квадратном сечении балки представлены в таблицах 2.4.1, 2.4.2.
Пример 2.4.1. Шарнирно опертая по концам балка длиной / = б м загружена равномерно распределенной нагрузкой q = 50 кН/м, Р = 1000 кН. Для получения оптимального решения разбиваем балку на 11 участков равной длины.
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Таблица 2.4.1
	я
	Ь], см
	Ъ2,  СМ

	/
	17,83
	7,19

	2
	21,50
	10,27

	3
	23,79
	11,72

	4
	25,21
	12,54

	5
	25,99
	12,98

	6
	26,24
	13,11

	7
	25,99
	12,98

	8
	25,21
	12,54

	■    9
	23,79
	11,72

	10
	21,50
	10,27

	11
	17,83
	7,19

	объем конструкции Vq на начало оптимизации, м
	0,2558

	объем конструкции V на конец оптимизации, м
	0,1586

	экономия материала, %
	38,00
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Активными в данном примере оказались ограничения по прочности (1.3.2) и одно из ограничений по устойчивости (1.3.4). Отметим, что активными оказались разнородные ограничения.
График &2Р ~ 1 на рис. 2.4.1 иллюстрирует выполнение свойства (2.2.9), а (а] + а2 + ар)/ а0 ~ 1 - свойства (2.1.19).
Пример 2.4.2. Двухпролетная шарнирно опертая балка загружена равномерно распределенной нагрузкой q — 50 кН/м и сжимающей силой /> = 2000кН.
Для получения оптимального решения балка разбивалась на 23 участка, в 12-м узле - промежуточный шарнир.
Активными в данном примере оказались также разнородные ограничения: ограничения по прочности (1.3.2) и одно из ограничений по устойчивости (1.3.4). График сг2р ~ 1 на рис. 2.4.2 иллюстрирует выполнение свойства (2.2.9), a (gi + о2 + сгр)/ ст0 ~ 1 - свойства (2.1 Л 9).
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Таблица 2.4.2
	и
	Ь\, см
	Ъ2, см

	I
	24,37
	4,65

	2
	15,94
	8,64

	3
	14,54
	10,75

	4
	13,73
	12,11

	5
	12,80
	13,15

	6
	11,45
	14,14

	7
	10,40
	14,72

	8
	10,13
	14,41

	9
	12,07
	12,39

	10
	18,73
	8,82

	11
	30,56
	5,39

	12
	55,04
	2,87

	13
	30,56
	5,39

	14
	18,73
	8,82

	15
	12,07
	12,39

	16
	10,13
	14,41

	17
	10,40
	14,72

	18
	11,45
	14,14

	19
	12,80
	13,15

	20
	13,73
	12,11

	21
	14,54
	10,75

	22
	15,94
	8,64

	23
	24,37
	4,65

	объем конструкции Vона начало оптимизации, м3
	0,133

	объем конструкции V на конец оптимизации, м
	0,092

	экономия материала, %
	30,90


3. МЕТОД СИНТЕЗА СТЕРЖНЕВЫХ СИСТЕМ НАИМЕНЬШЕГО ВЕСА НА ОСНОВЕ РЕАЛИЗАЦИИ ИХ ОСОБЫХ СВОЙСТВ
3.1. Дискретная модель расчета стержневых систем
Для определения оптимального распределения материала необходимо выбрать расчетную модель рассматриваемой стержневой системы. Расчетная модель, очевидно, должна давать возможность вычислять с достаточной точностью искомые значения параметров, а также позволять достаточно просто учитывать изменения системы в процессе оптимизации.
Существуют различные способы выбора дискретных моделей. В основном они могут быть разделены на следующие три группы.
1.
Принимая за неизвестные значения искомой функции
(перемещения или усилия) в конечном числе точек системы, с помощью
интерполяционных полиномов выражают через них напряженно-
деформированное состояние сооружения. После этого расчет
выполняется одним из матричных методов строительной механики
(Филин А.П., Смирнов А.Ф., Александров А.В. и др.)
2.
Различные варианты методов конечных элементов (МКЭ). В
МКЭ стержень с непрерывно меняющейся жесткостью обычно
заменяется стержнем с кусочно-постоянной жесткостью. За конечный
элемент принимается участок стержня с постоянной жесткостью. Затем,
выбирая основную систему одного из методов строительной механики
(сил, перемещений или смешанного), выполняется решение задачи. Если
при этом коэффициенты выбранного метода вычисляются точно, то в
задачах устойчивости и колебаний не удается избежать необходимости
решения сложных трансцендентных уравнений. Поэтому в МКЭ
используются   приближенные   уравнения   формы   изгиба   элементов
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стержней от краевых Бездействий. Именно это обстоятельство и позволяет привести задачу устойчивости и собственных колебаний к алгебраическим уравнениям. Физический смысл МКЭ и внешняя форма метода совпадает с методами строительной механики (сил, перемещений, смешанным).
3. Заданный стержень разбивается на некоторое количество участков. Жесткость каждого участка считается постоянной. Затем упругие характеристики на каждом участке приводятся в один узел. Между такими точками участок стержня принимается бесконечно жестким. Таким образом, исходный стержень заменяется цепью, составленной из бесконечно жестких звеньев, соединенных между собой упругими пружинами. Коэффициент жесткости пружины подбирается так, чтобы упругие характеристики участков исходной схемы и узлов дискретной схемы были бы одинаковыми.
На рис.3,1.1,6 показан стержень кусочно-постоянного сечения, заменяющий стержень с непрерывно меняющейся жесткостью (рис. 3.1.1,а). На рис. 3.1.1,в показана дискретная расчетная модель для такого стержня. Дальнейший расчет дискретной модели проводится методом перемещений.
Дискретная модель в виде цепи, составленной из абсолютно жестких звеньев, имеет некоторые преимущества перед другими способами дискретизации, так как неизвестными при такой модели являются только линейные смещения. При использовании МКЭ в форме метода перемещения неизвестными являются как линейные перемещения, так и углы поворота. Поэтому в МКЭ вычисление элементов матрицы коэффициентов жесткости производится менее единообразно. Кроме того, структура матрицы оказывается более сложной. В то же время точность расчетов, выполняемых при использовании дискретной модели в виде цепи, оказывается достаточно
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высокой.
Учитывая, что в задачах оптимизации расчеты производятся многократно и что законы изменения жесткостей оказываются довольно сложными, предпочтение следует отдать модели, которая позволяет наиболее единообразно и просто получать решения задачи об устойчивости и колебаниях с достаточной степенью точности. Несмотря на то, что методы первой и второй групп иногда дают решения с необходимой точностью при несколько меньшем числе неизвестных, чем при дискретной модели в виде цепи, предпочтение все-таки следует отдать именно этой модели.
В этом случае единообразие решения и простота структуры соответствующих матриц делают вычислительную схему в целом более простой.
Упругая шарнирная цепь была предложена Генрихом Генки. Для непосредственного определения критической нагрузки модель Генки впервые была использована Роде (1916). Как отмечено в работе [68], она отражает сколь угодно точно количественные и качественные результаты при моделировании задач прочности и устойчивости идеально упругих стержней и кривых брусьев в линейной постановке. Метод жестких конечных элементов нашел широкое распространение не только для иллюстрации методов расчета и возможных путей дискретизации континуальных систем [3, 12, 83], но и для практического расчета различных конструкций [1, 91]. Вопрос использования такой дискретной расчетной схемы для решения задач оптимизации одномерных конструкций обсуждался в работах [151, 150]. Краткий исторический обзор развития идей Генки - Роде можно найти в [69]. Шарнирно-стержневая модель применялась для расчета стержней на устойчивость и колебания [63].
Следуя,      например,      [88],     выведем     зависимость     между
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характеристиками жесткости участка стержня длиной d{ и коэффициентом жесткости пружинки с,-. Коэффициент ct имеет смысл величины момента, вызывающего единичный угол излома данного звена цепи. Величину С; подберем из условия равенства работ, производимых моментами, изгибающими участок заданного стержня длиной dt и жесткостью EI (рис. 3.1.2, а), и соответствующий участок дискретной модели (рис. 3.1.2, б). Пусть участок стержня загружен моментами М. Работа, произведенная моментами при изгибе стержня, будет М<р/2. Как известно щ = Md/EIi . Отсюда работа моментов при изгибе участка заданного стержня будет равна    A^di/lEIi.
При изгибе соответствующего звена цепи (рис, 3,1.2, б) угол излома % = M/ci . Отсюда следует, что работа, произведенная моментами при загружении звена дискретной модели, будет A^/2cj.. Сравнивая выведенные выражения работ, получим:
Ci=EI,/df.
(3.1.1)
Рассмотрим расчет принятой дискретной модели методом перемещений.
Пусть дан стержень, сжатый продольной силой Рине имеющий никаких опор (рис. 3.1.3, а). Хотя такой стержень является геометрически изменяемой системой, однако, основная система метода перемещений (рис. 3.1.3, б) будет неизменяемой. Поэтому для нее можно вычислить коэффициенты жесткости, образующие матрицу R. Дискретная модель рассматриваемого стержня образована путем разбиения исходного стержня на п участков равной длины d. Жесткость стержня внутри участка принята постоянной. Жесткость пружинки i-того участка дискретной модели с{. Матрица коэффициентов жесткости основной системы
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запишется в виде
R=A-PB
(3.1.3)
Здесь
Приведем без вывода выражения для коэффициентов а& (табл. 3.1.1) и Ь1к (табл. 3.1.2).
Из рассмотренного случая получаются матрицы А и В для различных условий опирания.
Так, если левый конец стержня шарнирно оперт, то zq должно быть равно нулю, а это значит, что в матрицах Ли В необходимо вычеркнуть первую строчку и первый столбец.
Если левый конец стержня жестко защемлен, то перемещение и угол поворота левого конца должны быть нулевыми. Эти условия будут выполняться, если zo и zj обратятся в нуль. Для этого необходимо в исходных матрицах А и В вычеркнуть первые две строчки и первые два столбца.
Свободные условия опирания конца стержня не требуют внесения изменений в исходные матрицы А и В.
Если правый конец шарнирно оперт, то в матрицах А и В вычеркивается последняя строчка и последний столбец. В случае жесткого защемления правого края в матрицах А и В вычеркиваются две последние строчки и два последних столбца.
Если стержень имеет в к - том узле жесткую промежуточную опору, то матрица R получится из матрицы, составленной для соответствующих граничных условий путем вычеркивания к - того столбца и к - той строки. Если промежуточная опора в к - том узле является упругой с коэффициентом жесткости Ck , то в этом случае изменится выражение для коэффициента  г^ :
Таблица 3.1.1
	
	0
	I
	2
	3
	4
	5
	...
	п-3
	п-2
	п-1
	п
	п+1

	0
	4ci
	•бсі
	2сі
	
	*
	
	
	
	
	
	
	

	1
	-6cj
	9С] + С2
	-2с2-Зс\
	С2
	
	
	
	
	
	
	
	

	2
	2с}
	-2с2-3сі
	С}+4С2+Сз
	-2с2-2сз
	сз
	
	
	
	
	
	
	

	3
	
	С2
	-2с2-2сз
	С2 + 4с$+С4
	-2сз-2с4
	с4
	
	
	
	
	
	

	4
	
	
	с$
	-2сз~2с4
	C3+4C4+CS
	-2cr2cs
	
	
	
	
	
	

	5
	
	
	
	с4
	-2c4-2cs
	Cj+4cs+C6
	
	
	
	
	
	

	...
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	п-3
	
	
	
	
	
	
	
	С„-4+4с„-3+С„.2
	-2с„-з-2с„„2
	Сп.2
	
	

	п-2
	
	
	
	
	
	
	
	-2с„.з-2сп.2
	С„.3+4С„.2+Сп.!
	-2c„.2-2c„.j
	С„-1
	

	п-1
	
	
	
	
	
	
	
	Сп-2
	-2сп.г2сП.і
	Cn-2+4c„.i+C„
	-2c„.i-3c„
	2с„

	п
	
	
	
	
	
	
	
	
	Сп-1
	-2сп.{-3с„
	9cn+c„.i
	-6с„

	п+1
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	2с„
	-6с„
	4сп


Примечание: элементы, стоящие в таблице необходимо делить на с?.
Таблица 3.1.2
	
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	«..
	п-3
	п-2
	п-1
	п
	п+1

	0
	2
	-2
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	1
	-2
	3
	-1
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	2
	
	-1
	2
	-1
	
	
	
	
	
	
	
	

	3
	
	
	-I
	2
	-1
	
	
	
	
	
	
	

	4
	
	
	
	-1
	2
	-1
	
	
	
	
	
	

	5
	
	
	
	
	-1
	2
	
	
	
	
	
	

	■ »■
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	п-3
	
	
	
	
	
	
	
	2
	-1
	
	
	

	п-2
	
	
	
	
	
	
	
	-1
	2
	-1
	
	

	п-1
	
	
	
	
	
	
	
	
	-1
	2
	-/
	

	п
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	-1
	3
	-2

	п\1
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	-2
	2


Примечание: элементы, стоящие в таблице необходимо делить на ^г.
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Гкк=окк +   ск~ Pbkk.
(3.1.5)
Если рассматриваются задачи колебаний для стержня, несущего распределенную массу, то при переходе к дискретной модели распределенная масса заменяется массами, сосредоточенными в узлах.
При составлении уравнений движения необходимо учесть инерционные силы. В этом случае матрица коэффициентов метода перемещений запишется в виде
R=A-PB-a?M.
(ЗЛ.6)
Здесь
Ми
М


22
м.

(ЗЛ.7)
Ы

пп „
где М& - величина массы, сосредоточенной в к - том узле.
Покажем на простом примере, что использование дискретной схемы обеспечивает точность, вполне достаточную для практических расчетов даже при небольшом числе узлов. Пусть дан стержень пролетом / = 6 м, сжатый силой Р = 106 Н. Модуль упругости материала стержня Е = 2* 106 МПа.
Схема стержня приведена на рис. 3.1.4, а. Дискретная модель, полученная путем разбиения стержня на четыре участка, приведена на рис. 3.1.4, б. Узлы стержня занумерованы с учетом симметрии. Поскольку условия опирания стержня в плоскости и из плоскости одинаковы, принимаем 1=1. Если принять // = Ы, h = I .то матрица А запишется в виде


\9а + 1)       -(За + 1)" -(За + 1)       (а + 1) J
а матрица В - в виде
в = 1
d

3 -1
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Если стерженышс шинного ссчошш, то Рк{, = Р=Ю Н будет при h = 0.1217 м. На основе расчета по дискретной схеме из уравнения \А-РВ | = 0 при а = / найдем значение h = 0.1232 м. Таким образом, при разбиении стержня всего на четыре участка погрешность решения составила 1.2 %. При разбиении на большее количество участков погрешность уменьшается.
Расчетная схема в виде жестких конечных элементов может быть использована для анализа стержневых систем, как с постоянными, так и с переменными по длине конструкции геометрическими параметрами поперечных сечений [61, 64, 132]. Учитывая то, что зачастую решение задач оптимального проектирования конструкций достигается при переменных по длине конструкции размерах поперечных сечений, названное качество является немаловажным.
На основе изложенного выше можно заключить, что предложенная расчетная схема может быть успешно применена при расчетах стержневых систем, проводимых в рамках постановки задачи, изложенной в 1.3.
3.2. Основная идея метода синтеза оптимальных систем. Выражение
внутренних усилий, критической нагрузки и частоты собственных
колебаний как функций параметров сечений
Для использования сформулированных в главе 2 свойств (2.1.18, 2.1.19, 2.2.8, 2.2.9, 2.3.11, 2.3.12) необходимо знать при ограничениях по прочности внутренние усилия, а при ограничениях на величину критической нагрузки или первой собственной частоты соответственно форму потери устойчивости или собственных колебаний.
Однако как формы потери устойчивости и собственных колебаний, так и  внутренние усилия (в статически  неопределимых
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системах или при расчете по деформированной схеме) зависят от законов изменения параметров сечений. В свою очередь законы изменения параметров сечений оптимальной системы и являются объектом поиска.
Отмеченные обстоятельства обуславливают необходимость выражения внутренних усилий, критической нагрузки и частоты собственных колебаний как функций параметров сечений, что и будет сделано в данном параграфе.
Полагаем, что конструкция, для расчета которой принята дискретная расчетная схема (п.ЗЛ), разделена на п участков, по длине которых поперечное сечение постоянно. Искомые параметры образуют двумерный массив параметров проектирования:
Х= {xjj , i~l, 2, ..., n;j = 1, 2,
(3.2.1)
где j - номер типа варьируемого параметра (высота и ширина прямоугольного сечения), i - порядковый номер участка. В пределах каждого участка жесткость на изгиб щ - El,   (i = I, 2, ..., п) постоянна.
Форму потери устойчивости Y = (уі, у j, ..., уп} можно определить, отыскивая нетривиальное решение системы уравнений
(R-PoB)Y=0.
(3.2.2)
Соответствующую ей наименьшую критическую силу Ро можно определить по формуле Рэлея
Ро = ^-.
(3.2.3)
YTBY
Таким образом, критическая сила определена как стационарное значение отношения (3.2.3).
Представим матрицу жесткости в виде алгебраической суммы матриц
R= 2>Д+   R,
(3.2.4)
где    UiRi - матрица, численные значения элементов которой зависят
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только от величины параметров жесткости i -го участка системы; R -матрица жесткости той части конструкции, параметры которой не изменяются в процессе проектирования; t° - количество участков системы, параметры проектирования которых варьируются (t <n ),
Зависимость щ (i - 1, 2, ..., п) от параметров (3.2.1) представим в виде
и/ = T}y?]jXV2i, i — 1, 2, ..., п,
(3.2.5)
где Г} - постоянная, численное значение которой зависит от типа поперечного сечения и модуля упругости материала; {3 , v - целые положительные числа ( /?=0, 1; у= О, 1, 2, 3, 4).
Для стержней постоянного по длине прямоугольного поперечного сечения Р =0;   v= 0; rj = Ebhs/J2 ( b - ширина, h - высота сечения). Для
СПЛОШНЫХ     ПРЯМОУГОЛЬНЫХ     СТерЖНеЙ     Переменной     ВЫСОТЫ
%2і     И
постоянной ширины хц имеем р =0; v = 3; tj = Eb/12. В случае переменной ширины сечения и постоянной высоты /7=1; v= 0; tj = Eh3/12, а для стержней с переменной высотой и шириной сечения /? = 1; v=3; 7]~E/12.
Выражение (3.2.5) устанавливает зависимость между изгибной жесткостью и варьируемыми параметрами (3.2.1) и для других типов поперечных сечений. Используя (3.2.5), задачу оптимального проектирования можно сформулировать как многопараметрическую с варьированием одним или двумя параметрами проектирования в каждом сечении.
Подставляя в (3.2.3) значение R из (3.2.4),
р^=ад = *—^

(з.2.б)
Уравнение (3.2.6) можно определить как уравнение зависимости между параметром состояния Рь, и параметрами проектирования (3.2.1).
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Но в (3.2.6) входит форма потери устойчивости. Поскольку ищется оптимальное распределение материала, то форма потери устойчивости должна соответствовать именно оптимальному распределению. Однако оно неизвестно. Поэтому предлагается использовать метод последовательных приближений (МПП). Основная идея Ml ill состоит в следующем:
а)
при выбранных вначале значениях параметров сечений (3.2.1),
(3.2.5) сформировать матрицы R и В; из решения системы уравнений
(3.2.2) определить точное значение Ро и компоненты Y;
б)
подставить в (3.2.6) с учетом (3.2.4) Y, В, R и считать
компоненты вектора и = {и;, щ, ..., ил}, связанные с параметрами
проектирования (3.2.1) зависимостью (3.2.5), за переменные параметры.
Подставляя в (3.2.6) значения щ (i = I, 2, ,.., «), получим приближенное значение критической силы Рф , которое будет совпадать с точным равным Ро только в том случае, если значения компонентов и совпадут со значениями компонентов щ, при которых производился расчет на устойчивость. В остальных случаях будем получать приближенное решение.
Однако ограничение по устойчивости, записанное по (3.2,6), использовать для решения задач ОПК нецелесообразно, так как область допустимых решений, определяемая в пространстве параметров проектирования (3.2.1), не является выпуклой (вогнутой). Кроме того, при изменении параметров (3.2.1) могут возникать значительные погрешности в определении по (3.2.6) критических сил [118].
Для записи ограничений по устойчивости в виде выпуклых алгебраических функций преобразуем (3.2.6) к виду
Ркр = р0> _
UE

(3,2.7)
^(ы,°)27гЛ;7и;! +   YTRY
Здесь Р0, Y- критическая сила и соответствующая ей форма потери
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устойчивости, полученные из решения (3.2.2) при исходных заданных значениях компонентов вектора изгибных жесткостей щ.
Очевидно, что если значения варьируемых параметров проектирования совпадут со значениями параметров, при которых производился расчет на устойчивость, то и t/щ ~I (i = J, 2, ..., t) и, следовательно:
Р,  - р 2
yTBY
Ylu?rTRlY+   YrRY ы
Согласно (3.2.3)
_L=
yTBY
поэтому из (3.2.7) следует, что Р^ = Р0 . То есть, в этом случае приближенная формула (3.2.7) даст значение критической силы, совпадающее с точным. Во всех других случаях, задавая значения параметров проектирования (3.2.1), определяя по (3.2.5) компоненты и и используя (3,2.7), можно получить приближенное значение критической силы.
Таким образом, получена достаточно простая зависимость (3.2.7), которая позволяет определить приближенное значение критической силы при изменении параметров проектирования, и не требует при этом решения (3.2,2) на каясдом шаге поиска оптимума. Использование (3.2.7) для формирования ограничений по устойчивости позволяет записывать ограничения на каждом этапе МПП в виде выпуклых алгебраических функций. Как показано в [64], граничная гиперповерхность, получаемая при этом, с достаточной степенью точности аппроксимирует точную граничную гиперповерхность.
Аналогично запишем уравнения связи между частотой собственных   колебаний   со    (параметр   состояния)   и   варьируемыми
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параметрами проектирования (3.2.1).
Считаем, что система совершает свободные колебания в отсутствии сил сопротивления по 5-ой собственной форме с частотой cos. Перемещения Y s при собственных колебаниях запишем в матричной форме
Y*$(t) = Y\sinast
(3.2.8)
где  7*j   =  {y*s} ,   ..., y*sn}  -  вектор-столбец  амплитудных  значений перемещений.
Из принципа сохранения энергии для главных колебаний системы следует [64], что
"•  "
(j;ymy;        '
V'^}
где М= {maj"^t  - диагональная матрица масс:
„ \mt,   i = k; [О,   ІФ к.
Выражение (3.2.9) позволяет определить точное значение s - ой частоты собственных колебаний системы, загруженной параметрической нагрузкой, если известна соответствующая этой частоте форма собственных колебаний. Отличие (3.2.9) от известной формулы Рэлея, записанной в матричной форме для дискретной системы [46], состоит в том, что учитывается влияние параметрической нагрузки на частоту собственных колебаний. Следствием этого является появление второго слагаемого в числителе формулы (3.2.9), представляющего собой решение задачи об устойчивости исходной формы равновесия системы.
Формула (3.2.9) может быть использована для определения любой собственной частоты колебаний, но учитывая цели данной работы, в дальнейшем ограничимся лишь рассмотрением вопроса определения собственной  частоты   колебаний      cdq   ,   в  связи   с  этим   индекс  s
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опускается.
Поскольку элементы матрицы жесткости R и матрицы масс М являются функциями варьируемых параметров, то зависимость (3.2.9) может быть истолкована как уравнение связи между параметром состояния о/ и параметрами проектирования конструкции. Представим эту связь в более наглядной форме, для этого матрицу масс системы определим в виде
М=5>,Л/,+л7
(3.2.10)
Здесь ViM; - матрица массы, значения элементов которой зависят от значений параметров проектирования г -того участка; М - матрица массы той части конструкции, параметры которой не варьируются; t° -количество участков системы, параметры проектирования которых варьируются (t° ^п),
Учитывая (3.2.10) и (3.2.4), выражение (3.2.9) перепишем в виде
£ы,(7*)г Д,У* + (У'УПУ' - P(J')TBY'
е>г=а>1(Х) = -&
?

(3.2.11)
£v,(y')TMtY' + (У')ТMY'
Уравнение состояния (3.2.11) может быть использовано для приближенной оценки значения собственной частоты колебаний конструкции при варьировании параметрами (3.2.1). Для этого необходимо при некотором исходном распределении жесткостей и массы системы, решая уравнение
(R-PB- ао2М) Y* = 0,
(3.2.12)
определить частоту собственных колебаний системы и соответствующую ей форму. Из (3.2.11) можно определять от для системы с любыми значениями параметров проектирования. При изменении параметров проектирования значение а/ , определенное таким образом, будет отличаться от точного значения.
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С целью уменьшения погрешностей аппроксимации и построения выпуклой       аппроксимированной       граничной       гиперповерхности
преобразуем (3.2Л1) к виду   [64]
Iа


о1 =a>Z-
&
.        (3.2.13)
ХСОЧОЧ*"","1 +<X')TRY' -Р(У')ГВҐ
Таким образом, получена достаточно простая зависимость (3.2.13), которая позволяет определять приближенное значение собственной частоты колебаний при изменении параметров проектирования, и не требует при этом решения (3.2.12) на каждом шаге поиска оптимума. Использование (3.2.13) для формирования ограничений по устойчивости позволяет записывать ограничения на каждом этапе Ml 111 в виде выпуклых алгебраических функций. Как показано в [64], граничная гиперповерхность, получаемая при этом, с достаточной степенью точности аппроксимирует точную граничную гиперповерхность.
Теперь обратимся к аналитической зависимости между внутренними усилиями и параметрами проектирования.
При расчете на прочность изгибаемых элементов, подверженных
воздействию статической и динамической нагрузок, расчетный
изгибающий   момент
,   воспринимаемый   i   -   тым   сечением,
определяется по формуле [46]:
Aft =  Aft + Aft ,    i=lt .... n,
(3.2.14)
где Aft - изгибающий момент в i -том сечении от действия расчетной статической нагрузки; Aft - изгибающий изгибающий момент в i -том сечении от действия расчетной динамической нагрузки. При суммировании в (3.2.14) слагаемые берутся с одинаковыми знаками.
В [50] показано, что при ОПК с учетом ограничений по прочности по нормальным и касательным напряжениям ограничения по касательным   напряжениям   оказывают   незначительное   влияние   на
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величину объема оптимальной конструкции. Наличие конструктивных ограничений может свести влияние этих ограничений на нет. Поэтому влиянием ограничений по касательным напряжениям пренебрегаем.
Считаем, что в каждом сечении стержневой системы можно выделить одну или несколько характерных точек, ограничение величины нормальных напряжений в которых обеспечит прочность всего сечения. Значения максимальных нормальных напряжений в этих точках / - го поперечного сечения определяются по известной формуле [80]
ст,=±4±^±#.      І-1
п,
(3.2.15)
где А,-, Wji, W2i - площадь и моменты сопротивления / - го поперечного сечения.
В процессе оптимального ' проектирования параметры проектирования конструкции изменяются, а это влечет за собой изменение величины внутренних усилий. Это справедливо не только для статически неопределимых систем, но и для статически определимых, подверженных продольно-поперечному изгибу или воздействию динамических нагрузок. Это объясняется тем, что изменение параметров проектирования (3.2.1) может повлечь за собой значительное изменение величины наименьшей критической силы и основной частоты собственных колебаний конструкции, что в свою очередь может привести к резким изменениям величины внутренних усилий вследствие возможного попадания в резонансный режим колебаний или повлечь за собой потерю устойчивости второго рода. Не учитывать этого нельзя, так как вносятся большие погрешности в определении (3.2.14) и (3.2.15), что ведет к понижению точности и достоверности проверки выполнения ограничений по прочности.
Для определения (3.2.14) как функции параметров проектирования (3.2.1)    используется    разложение    эпюры    расчетных    изгибающих
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моментов по эпюрам моментов, соответствующих формам потери устойчивости и формам собственных колебаний. Такой прием позволяет учитывать переменное в процессе ОПК влияние параметрической и вибрационной нагрузок.
Пусть Ps (s ~ 1, 2, ..., п) - собственные значения (критические силы), расположенные в порядке возрастания; М S(X) - эпюра моментов, соответствующая s- ой форме потери устойчивости.
Введем обозначения:
5>Ч*Ж'(*')
а} = -J=>
_     ,
(3.2.І6)
Eke*')!
Ф* = (UPIPoXl-P/Pivf ,
(3.2.17)
М( x)=Af( xj- atMi'(x).
(3.2.18)
Тогда возможность учета переменного влияния параметрической нагрузки на величину внутренних усилий реализуется следующим образом [64]:
М£,(х) = аіФХС*) + Л?00 •
(3.2.19)
Для исходной системы {Ркр=Ро , Ф =1) усилия, определенные по (3.2.19), совпадают с точными. Во всех других случаях числитель (3.2.17) есть величина постоянная, а знаменатель зависит от величины отношения  Р/Ркр.
Аналогичный прием используем и для расчета ОПК, подверженных воздействию динамических нагрузок, изменяющихся по гармоническому закону. Функцию hfi( x ), определяющую на дискретном множестве точек эпюру изгибающих моментов от действия динамической нагрузки, представим в виде
Мл(х) = а'1Ф'іМ"(х) + 'МД(х) ,
(3.2.20)
'мД(х) = Мі(х)-а\М"(х) .
(3.2.21)
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Здесь  Ml\x)- yutopa изшбающил моментов, соответствующая форме
собственных колебаний 7,*, совершаемых с частотой о/ ; М§{х)- эпюра
изгибающих моментов от статического действия амплитудных значений динамической нагрузки.
Коэффициенты а* и Ф[ определяются по формулам
а\ -J*_
_  ,
(3.2.22)
фХі-^Ц"'.
(3.2.23)
Если известны эпюры Mjf(x), M[\x) и « , то определяя значения коэффициенты а\ и Ф[ из (3.2.22) и (3.2.23) соответственно, и используя (3.2.20) и (3.2,21), можно определить приближенное значение изгибающих моментов при любом значении частоты вынужденных колебаний О2 в диапазоне от 0 до са2, причем точность вычислений будет достаточной для практического применения [64].
Полученные выше зависимости позволяют учитывать в процессе ОПК изменение напряженно-деформированного состояния конструкции, обусловленное как изменением параметров проектирования (3.2.1), так и переменным влиянием параметрической и вибрационной нагрузок. Полученные зависимости довольно просты, дают достаточно точные результаты и позволяют не только записывать ограничения по прочности в виде выпуклых алгебраических функций, но и могут быть использованы для определения приближенных значений внутренних усилий при изменении величины параметрической или вибрационной нагрузки.
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3.3. Алгоритм метода реализации особых свойств стержневых систем наименьшего веса при их синтезе.
Описание метода синтеза стержневых систем наименьшего веса на основе реализации их особых свойств проведем для дискретной расчетной схемы, представленной в п.3.1, используя аналитические зависимости, приведенные в п.3.2. Количество участков дискретной схемы обозначим п. Тогда искомыми параметрами будут величины *iW и Ь2\ї\. Функция цели примет вид
к=2Ш*ь,н*/и.
(3.3.1)
Здесь 1[і] - длина ї-го участка дискретной схемы.
Ограничение (1.3.2) для дискретной схемы примет вид
а0\і]<ав
(3.3.2)
Вид ограничений (1.3.3 - 1.3.6) для дискретной модели не изменится. Перемещения в главных плоскостях инерции при изгибе, потере устойчивости и собственных колебаниях для дискретной модели соответственно обозначим: v[i], м\і], vp [i], wp [/], v^ [/], wa [i].
Идею метода и основные его этапы изложим, используя укрупненную блок-схему, представленную на рис. 3.3.2.
Блок ввода данных предусматривает получение информации о геометрических параметрах системы, граничных условиях, механических характеристиках материала, типах ограничений, количестве участков дискретной модели.
Также задаются коэффициенты запаса по устойчивости и первой собственной частоте, вводятся начальные значения размеров сечений, относительная величина, кратность и число делений шага поиска (соответственно h, Co и Соо\ допустимая относительная погрешность вычислений (ооо),
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На основе исходной информации в глптветг.твии г. [91] подсчитываются жесткости узлов дискретной модели, формируются матрицы коэффициентов жесткости (К), продольных сил и (в динамических задачах) масс (М). Производится подсчет и запоминание величины функции цели (V3=V, V2=V). Здесь также принимается значение ключа (Ок=0).
Остальные блоки реализуют сочетание метода последовательных приближений при формировании аналитических выражений ограничений с одним из вариантов метода спуска.
Можно выделить основные этапы метода.
1. Формирование формул для аналитической записи ограничений и выход на границу.
2. Выбор относительного шага и числа его делений, а также на основе особых свойств, сформулированных в главе 2, выбор направления метода спуска.
3. Реализация метода спуска при сформированных аналитических выражениях ограничений.
Рассмотрим каждый из этапов подробнее.
На первом этапе для формирования формул аналитической записи ограничений производятся расчеты системы. В расчеты закладываются принятые размеры сечений. При ограничениях по прочности в узлах определяются прогибы и изгибающие моменты. При ограничениях по устойчивости или на величину первой собственной частоты — соответственно критические нагрузки, собственные частоты, формы потери устойчивости и собственных колебаний в главных плоскостях инерции. Запоминается величина функции цели (VI=У).
Аналитические выражения ограничений формируются на основе зависимостей аналогичных приведенным в [92]. Эти зависимости дают точные   значения   координат  тех   граничных   точек   в   пространстве
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искомых параметров, при которых они были ппггучтш. При других значениях параметров границы определяются аналитически, но приближенно.
По полученным зависимостям, сохраняя соотношения между искомыми параметрами, определяются коэффициенты, умножением параметров на каждый из которых реализуется выход на соответствующую границу. Число коэффициентов равно количеству ограничений. Из найденных коэффициентов выбирается наибольший.
Умножением параметров на принятый коэффициент определяются их новые граничные значения, подсчитываются жесткости и функция цели V, формируются матрицы RnM. Такая процедура реализует выход на границу допустимой области в пространстве искомых параметров по лучу, проходящему из начала координат, через точку, координаты которой — выбранные параметры.
В том случае, если относительная разность \

HYPERLINK "file:///V1~V/IV"
VI-V\IV > ооо, то принимается VI = V и вновь реализуется выход на границу по лучу. Если \V1-V\IV< ооо, то проверяется соотношение \V2-V\/V. Если \V

HYPERLINK "file:///V2-V/IV"
2~V\IV > ооо, то принимается V2 = К и вновь реализуется выход на границу по лучу. Если \V2-V\IV< ооо, то процесс выхода на границу заканчивается.
Полученные таким образом координаты с точностью до заданной погрешности принадлежат выражению граничной поверхности. Использование в дальнейшем приближенного аналитического выражения границы не влияет на точность окончательного результата.
Поскольку формирование ограничений на каждом приближении происходит в точке оптимума, а выражение границы в точке формирования достаточно точное, то при окончании процесса решение будет в пределах заданной погрешности.
На втором этапе производится выбор относительного шага и числа его делений, а также, на основе свойств, сформулированных в главе 2,
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выбирается направление мсіида спуска.
После выхода на границу и формирования необходимых матриц проверяется ключ Ок. На этом месте процесса Ok = 0. В соответствии с блок-схемой осуществляется переход к проверке номера приближения.
На первом приближении вводится значение начального относительного шага h в доле от разности между принятыми значениями искомых параметров и их величинами, подсчитанными в соответствии с зависимостями (2.1.18, 2.1.19, 2.2.8, 2.2.9, 2.3,11, 2.3.12). Вводится также кратность деления шага и количество делений в процессе спуска. Во всех приближениях, кроме первого оценивается вклад приближения в изменение функции цели (| V3-V\IV< ооо).
Если \V3-V\fV > ооо, то переобозначается VS = V, запоминаются параметры (b°i[i\ ~ bj[i\ и b°2[i\ = b2\j]), и функция цели {V4 = V). Для выбора направления спуска на основании зависимостей (2.1.18, 2.1.19, 2.2.8, 2.2.9, 2.3.11, 2,3.12) определяются параметры bi[i] и 6г[і] (процедура «выравнивание»). В составе этой процедуры по прогибам при изгибе, формам потери устойчивости и собственных колебаний на основании расчетов, выполненных в блоке «Расчеты по ограничениям», определяются изгибающие моменты для ограничений по прочности, устойчивости и собственных колебаний. Моменты для ограничений по прочности принимаются для текущего приближения без изменений, а для ограничений по устойчивости и собственных колебаний с точностью до постоянного множителя.
По моментам в каждом сечении определяются для ограничения по прочности напряжения   <т,[ї], а~\і],а [г], а [/], а по устойчивости и
собственной    частоте    условные    напряжения     ст.   [і] и ^  И,     и
а,   [г] и ov>  [i]. Затем для задач устойчивости и собственных колебаний по каждому ограничению выбирается сечение с наибольшим условным
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напряжением по ограничениям напряжения. После этого величины остальных условных напряжений делятся на наибольшее в данном ограничении. Таким образом, наибольшее условное напряжение оказывается равным единице. Далее условные напряжения для ограничений по устойчивости умножаются на Р*ку и делятся на PiflJ
для одной плоскости и на Рг[Ц для другой. Соответственно для ограничений на величину собственной частоты условные напряжения умножаются на &0*кф и делятся на щЦ] для одной плоскости и на
а)2[1] для другой. Полученные напряжения назовем приведенными. Для ограничений по прочности за приведенное напряжение примем с0[і]/<т0. Приведенные напряжения позволяют оценивать варьируемые
параметры по отношению к рассматриваемому ограничению. Так если все приведенные напряжения данного ограничения меньше единицы, то ограничение пассивно. Если хотя бы одно из приведенных напряжений больше единицы, то ограничение не соблюдается. Если же, по крайней мере, одно равно единице, а остальные не больше, то ограничение активно. При выполнении условий оптимальности по одному из ограничений значения соответствующих приведенных напряжений близки к единице.
По приведенным напряжениям для ограничений по устойчивости и собственной частоте в каждом сечении в каждой главной плоскости инерции отбираются наибольшие, и по ним подсчитывается условный момент. Используя внутренние усилия из блока «Расчеты по ограничениям» и полученные условные моменты производится подбор сечений. При этом рассматриваются различные сочетания условий. Используются либо условия (2.1.18) и (2.1.19), либо (2.2.8) и (2.2.9), либо (2.3.11) и (2.3.12). Подобранные таким образом сечения приближенно   реализуют    соответствующие    свойства    оптимальной
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системы. Дальнейшее уточнение решения производится методом поиска минимума функции цели (3.3.1) и последовательным уточнением выражений для ограничений вблизи области минимума.
Для этого переходим к третьему этапу. Метод спуска при сформированных аналитических выражениях ограничений и выбранном направлении поиска реализуется следующим действиями:
· Принимаем Ок = 2, что направит в дальнейшем процесс непосредственно на реализацию спуска;

· Принимаем V2 = V и переходим к блокам «Расчеты по ограничениям», «граница» и так далее как выполнялось на первом этапе. Это действие выводит на границу допустимой области параметры, соотношения между которыми установлены в блоке «Выравнивание», а также уточняет выражение граничных поверхностей при новых параметрах;

· В соответствии с блок-схемой переходим к определению направления поиска и величины шага (блок «шаг 1»). Предварительно принимаем Ок = 0, что позволит после исчерпания возможностей выбранного направления и величины шага поиска перейти к новому направлению и делению шага. Составляющие координаты направления поиска hl[i] и h2[i] выбираются как разности между запомненными и найденными в результате действий «выравнивания» и «граница» параметрами,
Mli^tfSJMi]
и        h2[i]=b°2[i]~b2[i]
(3.3.3)
•
В блоке «шаг 2» координаты направления поиска, определенные в
блоке «шаг 1» (3.3.3), умножаются на выбранный, на втором этапе
относительный шаг h, а затем подсчитываются новые значения
параметров
bi[ij=b°t[ij-hl[ij*h   и   b2[i]=b°2[i]-h2[irh
(3.3.4)
•
После каждого шага проверяется условие уменьшения функции цели
{V4>V). Если она уменьшилась, то найденные параметры и функция
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цртти запоминаются, и diiodl выполняется \\шлг 2». Так придилжаетея до тех пор, пока функция цели не начнет увеличиваться (V4<V);
· Переходим к блокам «Расчеты по ограничениям», «граница» и так далее как выполнялось на первом этапе. Это действие выводит на границу допустимой области параметры, соотношения между которыми установлены в блоке при поиске оптимального решения, а также уточняет выражение граничных поверхностей в окрестности области поиска минимума;
· Проверяем ключ Ок. Поскольку на этой стадии Ok = 0, переходим к проверке номера приближения и его вклада в понижение функции цели. Если вклад мал (\V3-V\/V < ооо), то после возврата на шаг назад, проверяем число делений шага. Если оно меньше принятого количества, шаг делится. Если же {\V3-V\/V > ооо), то принимается (V3 = V), а дальше как при сохраненном, так и при поделенном шаге запоминаем функцию цели и действующие параметры, а затем выполняем процедуру «выравнивание» (смотри этап 2).

· Переходим к началу этапа 3,
Процесс продолжается до тех пор, пока не окажутся выполненными два признака. Первый (\V3-V\/V < ооо), а второй — заданное число делений шага исчерпано. В этом случае принимаем Ok = 3. В соответствии с блок-схемой выходим на уточненную границу, выводим результаты и заканчиваем процесс.
4. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ ПО ИССЛЕДОВАНИЮ СХОДИМОСТИ И ТОЧНОСТИ МЕТОДА
При численной реализации любого метода необходимо рассмотреть ряд вопросов, связанных со сходимостью процесса последовательных приближений, с выбором количества варьируемых параметров, с точностью получаемых решений.
Так как уравнения процесса не записываются в аналитической форме, то теоретическое исследование сходимости представляется довольно сложным. Поэтому применим метод вычислительного эксперимента. Проведем анализ сходимости на примере расчета сооружений с разными граничными условиями, с различными сочетаниями ограничений, при различных нагружениях.
4.1. Исследование сходимости и точности метода при ограничениях по прочности
Исследуем эффективность предложенного в данной работе метода и оценим сходимость итерационных вычислительных процедур на примерах проектирования конструкций с различными условиями нагружения, различными условиями опирания и ограничением по прочности (1.3.2).
В рассмотренных ниже примерах примем следующие исходные
данные: пролет L — 6 м, модуль упругости   Е ~ 2*1и   МПа, модуль
сдвига G = 8*1& МПа, расчетное сопротивление материала изгибу R -
V -V
200 МПа. Обозначим ev- экономия материала (еу = —
100%).
Задача оптимизации в примерах 4.1.1 - 4.1.4 решалась при различном количестве участков дискретной схемы. Результаты расчетов представлены в таблице 4.1.1 - 4.1.4.
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Пример 4 1.1. Пусть дан стержень с шарнирными условиями опирания в обеих плоскостях инерции, нагруженный сосредоточенной силой Р = 1000 кН, приложенной в середине пролета, (рис. 4.1.1).
Пример 4.1.2. Рассматривается стержень с шарнирными условиями опирания в обеих плоскостях инерции, нагруженный в вертикальной плоскости распределенной нагрузкой интенсивности q = JOOkH/m (рис. 4.1.2).
Пример 4.1.3. Рассматривается стержень, жестко защемленный на левом конце и шарнирно опертый на правом конце. Условия опирания. одинаковы  для   обеих  плоскостей   инерции.   Стержень   нагружен   в вертикальной плоскости распределенной нагрузкой интенсивности q — 100кН/м (рис. 4.1.3).
Пример 4.1.4. Рассматривается стержень, жестко защемленный на левом конце. Стержень находится под действием распределенной нагрузки интенсивности qi = 50 кН/м в вертикальной плоскости, q2 = 20 кН/м в горизонтальной плоскости (рис. 4.1.3).
Из таблиц 4.1.1 - 4.1.4 видно, что разброс значений объема материала сравнительно невелик. Если принять за условно точную величину в каждом из примеров значение объема, подсчитанное при наибольшем количестве участков дискретной схемы, то разница между наибольшим и наименьшим значениями объемов составит для примеров 4,1.1 - 4.1.4 соответственно 3.03%, 1.59%, 3.10%, 1.76%.
Из таблиц 4.1.1 - 4.1.4 видно, что разница в экономии материала при разбиении стержня на 11 и на 13 участков составила соответственно 0,05%, 0,002%, 0,04%, 0.32%. Следовательно, можно сделать вывод о том, что для получения удовлетворительной точности оптимального решения при различных условиях опирания, различных нагружениях и ограничениях по прочности достаточно разбиения стержня на 11 участков.
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Таблица 4 Л. 1
	п
	7
	9
	и
	13
	15

	Vo.m*
	0,759089
	0,759089
	0,759089
	0,759089
	0,759089

	У,мл
	0,217913
	0,215524
	0,211516
	0,211509
	0,211504

	Єу
	71,29%
	71,61%
	72,135%
	72,14%
	72,14%


Таблица 4.1.2
	и
	7
	9
	и
	13
	15

	Vo.M*
	0,342791
	0,342791
	0,342791
	0,342791
	0,342791

	V,mj
	0,124990
	0,123193
	0,123070
	0,123048
	0,123029

	Єу
	63,54%
	64,06%
	64,098%
	64,10%
	64,11%


Таблица 4.1.3
	п
	7
	9
	11
	13
	15

	V0,mj
	0,264527
	0,264527
	0,264527
	0,264527
	0,264527

	Км3
	0,096074
	0,095403
	0,093316
	0,093209
	0,093188

	Єу
	63,68%
	63,93%
	64,72%
	64,76%
	64,77%


Таблица 4.1.4
	п
	7
	9
	11
	13
	15

	V0,mj
	0,609791
	0,624756
	0,634187
	0,640675
	0,642251

	V,m6
	0,264415
	0,266855
	0,268103
	0,268827
	0,269153

	Єу
	56,64%
	57,29%
	57,72%
	58,04%
	58,09%
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4.1. Исследование сходимости и іичниеіи метода при ограничениях по устойчивости.
Рассмотрим вопрос о выборе количества участков дискретной схемы, достаточного для решения задач оптимизации с учетом ограничений по устойчивости задачи об устойчивости. Очевидно, что при этом точность определения критических нагрузок должна быть высокой.
Следовательно, количество участков дискретной схемы (и) и определяемое им число варьируемых параметров сечений (2л) должно быть не меньше необходимого для получения высокой точности при решении задачи устойчивости. При этом нас интересует первая (наименьшая) критическая сила.
В рассмотренных ниже примерах примем следующие исходные данные: пролет L = б м, модуль упругости Е = 2* 105 МПа, модуль сдвига G = 8*10* МПа, расчетное сопротивление материала изгибу R = 200 МПа, коэффициент запаса по устойчивости к ~ /, сосредоточенная сжимающая сила Р ~ 2000 кН.
Задача оптимизации в примерах 4.2.1 - 4.2.4 решалась при различном количестве участков дискретной схемы. Результаты расчетов представлены в таблицах 4.2.1 - 4.2,4. Здесь Ркр - наименьшая критическая сила.
Пример 4.2.1. Рассматривается стержень с шарнирными условиями опирания в обеих плоскостях инерции (рис.4.2.1).
Пример 4.2.2. Рассматривается стержень, левый край которого жестко защемлен (рис.4.2.2).
Пример 4.2.3. Рассматривается стержень, левый край которого жестко защемлен, а правый - шарнирно закреплен в обеих плоскостях инерции (рис.4.2.3),
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Таблица 4.2Л
	п
	7
	9
	11
	13
	15

	Vo,m3
	0,126588
	0,126588
	0,126588
	0,126588
	0,126588

	V,mj
	0,112575
	0,111704
	0,111055
	0,111024
	0,111009

	ev
	11,07
	11,76
	12,27
	12,29
	12,31

	Рке,кН
	2000
	2000
	2000
	2000
	2000


Таблица 4.2.2
	п
	7
	9
	11
	13
	15

	Vo,mj
	0,251585
	0,251585
	0,251585
	0,251585
	0,251585

	V,mj
	0,219788
	0,218958
	0,218510
	0,218338
	0,218260

	Єу
	12,64%
	12,97%
	13,15%
	13,21%
	13,25%

	РшкН
	2000
	2000
	2000
	2000
	2000


Таблица 4.2.3
	rt
	7
	9
	и
	13
	15

	V&mj
	0,088317
	0,088317
	0,088317
	0,088317
	0,088317

	V,mj
	0,080730
	0,080316
	0,080032
	0,079989
	0,079923

	ev
	8,59%
	9,06%
	9,38%
	9,43%
	9,50%

	PkoKH
	2000
	2000
	2000
	2000
	2000


Таблица 4.2.4
	n
	7
	9
	11
	13
	15

	Vo,mj
	0,064922
	0,064922
	0,064922
	0,064922
	0,064922

	V,m3
	0,063421
	0,062702
	0,062179
	0,062178
	0,062176

	ev
	2,31%
	3,42%
	4,225%
	4,23%
	4,23%

	Рі&кН
	2000
	2000
	2000
	2000
	2000
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Пример 4.2.4. Рассматривается стержень, жестко защемленный но краям (рис.4.2.4).
Из таблиц 4.2.1 - 4.2.4 видно, что разброс значений объема материала сравнительно невелик. Если принять за условно точную величину в каждом из примеров значение объема, подсчитанное при наибольшем количестве участков дискретной схемы, то разница между наибольшим и наименьшим значениями объемов составит для примеров 4.2.1 - 4.2.4 соответственно 1.39%, 0.70%, 1.0%, 1.96%.
Из таблиц 4.2.1 - 4.2.4 видно, что разница в экономии материала при разбиении стержня на 11 и на 13 участков составила соответственно 0.03%, 0.08%, 0.05%, 0.002%. При этом во всех примерах находится точное значение критической силы. Следовательно, можно сделать вывод о том, что для получения удовлетворительной точности оптимального решения при различных условиях опирания и ограничениях по устойчивости достаточно разбиения стержня на 11 участков.
4.3. Исследование сходимости и точности метода при ограничениях на величину первой частоты собственных колебаний.
Рассмотрим вопрос о выборе количества участков дискретной схемы, достаточного для решения задач оптимизации с учетом ограничений на величину первой частоты собственных колебаний. Очевидно, что при этом точность определения собственных частот должна быть высокой.
Следовательно, количество участков дискретной схемы (л) и определяемое им число варьируемых параметров сечений (2п) должно быть не меньше необходимого для получения высокой точности при решении задачи собственных колебаний. При этом нас интересует   не
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только оптимальное. распределение мйториоло, но и ьсличина первой (наименьшей) частоты собственных колебаний.
В рассмотренных ниже примерах примем следующие исходные данные: пролет L = 6 м, модуль упругости Е = 2*105 МПа„ расчетное сопротивление материала изгибу Я = 200 МПа, коэффициент запаса по квадрату частоты собственных колебаний ка = 2, плотность материала стержня р = 7800 кг/м5, внешняя распределенная масса т — 2000 Н/м> заданное значение частоты со- 4.
Задача оптимизации в примерах 4.3.1 - 4.3.3 решалась при различном количестве участков дискретной схемы. Результаты расчетов представлены в таблицах 4.3.1 - 4.3.3. Здесь щ - первая (наименьшая) частота собственных колебаний
Пример 4.3.1. Рассматривается стержень с шарнирными условиями опирания в обеих плоскостях инерции (рис.4.3Л).
Пример 4.3.2. Рассматривается стержень, жестко защемленный на левом конце в обеих плоскостях инерции (рис. 4.3.2).
Пример 4.3.3. Рассматривается стержень, жестко защемленный на левом конце и шарнирно опертый на правом в обеих плоскостях инерции (рис. 4.3.3).
Из таблиц 4.3 Л - 4.3.3 видно, что разброс значений объема материала сравнительно невелик. Если принять за условно точную величину в каждом из примеров значение объема, подсчитанное при наибольшем количестве участков дискретной схемы, то разница между наибольшим и наименьшим значениями объемов составит для примеров 4.3.1 -4.3.3 соответственно 1.24%, 1.91%, 4.14%.
Из таблиц 4.3.1 - 4.3.3 видно, что разброс значений объема материала сравнительно невелик. Если принять за условно точную величину в каждом из примеров значение объема, подсчитанное при наибольшем  количестве   участков   дискретной   схемы,  то  разница
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Таблица 4.3.1
	п
	7
	9
	11
	13
	15

	V0,mj
	1,349990
	1,349990
	1,349990
	1,349990
	1,349990

	V,mj
	1,209128
	1,198943
	1,196044
	1,194841
	1,194162

	Єу
	10,43%
	11,19%
	11,40%
	11,49%
	11,54%

	а>о
	5,66
	5,66
	5,66
	5,66
	5,66


Таблица 4.3.2
	п
	7
	9
	11
	13
	15

	Уо,м*
	2,543390
	2,543390
	2,543390
	2,543390
	2,543390

	V,mj
	1,588614
	1,568027
	1,559643
	1,558724
	1,558209

	Єу
	37,54%
	38,35%
	38,68%
	38,71%
	38,73%

	(Do
	5,66
	5,66
	5,66
	5,66
	5,66


Таблица 4.3.3
	п
	7
	9
	и
	13
	15

	V0,mj
	0,615561
	0,615561
	0,615561
	0,615561
	0,615561

	Км*
	0,461208
	0,449276
	0,442574
	0,442189
	0,442106

	ev
	25,08%
	27,01%
	28,10%
	28,16%
	28,18%

	coo
	5,66
	5,66
	5,66
	5,66
	5,66
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между наибольшим и наименьшим значениями ибьемиь lulmuhi для примеров 4.3.1 -4.3.3 соответственно 1.24%, 1.91%, 4.14%.
Из таблиц 4.3.1 - 4.3.3 видно, что разница в экономии материала при разбиении стержня на 11 и на 13 участков составила соответственно 0.09%, 0.03%, 0.06%. При этом во всех примерах находится точное значение величины первой (наименьшей) частоты собственных колебаний. Следовательно, можно сделать вывод о том, что для получения удовлетворительной точности оптимального решения при различных условиях опирания и ограничениях на частоту собственных колебаний достаточно разбиения стержня на 11 участков.
4.4. Исследование сходимости и точности метода при действии пространственной нагрузки и разнородных ограничениях
В параграфах 4.1-4.3 исследовалась сходимость и точность предложенного в данной работе метода при ограничениях по прочности, устойчивости и на частоту собственных колебаний. Проведем аналогичный анализ на примерах проектирования конструкций с различными условиями нагружения, различными условиями опирания при сочетании разнородных ограничений.
В рассмотренных ниже примерах примем следующие исходные данные: пролет L = 6 м, модуль упругости Е = 2*105 МП а, модуль сдвига G = 8*104МПа, расчетное сопротивление материала изгибу R = 200 МПа, коэффициент запаса по устойчивости кр = L
Задача оптимизации в примерах 4.1.1 - 4.1.4 решалась при различном количестве участков дискретной схемы. Результаты расчетов представлены в таблице 4.4.1 - 4.4.3.
Пример 4.4.1. Рассматривается стержень с шарнирными условиями опирания в обеих плоскостях инерции (рис.4.4.1). Стержень
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загружен распределенной нагрузкой интенсивное ш ц - 100 кІІ/м, сжимающей силой Р = 1000 кН.
Пример 4.4.2. Рассматривается стержень, жестко защемленный на левом конце в обеих плоскостях инерции (рис. 4.3.2). Стержень загружен распределенными нагрузками интенсивности qi = 50 кН/м, q2 = 100 кН/м в главных плоскостях инерции и сжимающей силой Р = 500 кН.
Пример 4.4.3. Рассматривается стержень, жестко защемленный на левом конце и шарнирно опертый на правом в обеих плоскостях инерции (рис. 4.3.3). Стержень загружен распределенными нагрузками интенсивности qi - 50 кН/м, q2 - 20 кН/м в главных плоскостях инерции и сжимающей силой Р = 1000 кН.
Из таблиц 4.4.1 - 4.4.3 видно, что разброс значений объема материала сравнительно невелик. Если принять за условно точную величину в каждом из примеров значение объема, подсчитанное при наибольшем количестве участков дискретной схемы, то разница между наибольшим и наименьшим значениями объемов составит для примеров 4.4.1 - 4.4.3 соответственно 2.30%, 5.34%, 4.03%.
Из таблиц 4.4.1 - 4.4.3 видно, что разница в экономии материала при разбиении стержня на 11 и на 13 участков составила соответственно 0.17%, 0.01%, 0.04%. Следовательно, можно сделать вывод о том, что для получения удовлетворительной точности оптимального решения при различных условиях опирания и разнородных ограничениях достаточно разбиения стержня на 11 участков.
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Таблица 4.4.1
	п
	7
	9
	11
	13
	15

	V0,mj
	0,378046
	0,378046
	0,378046
	0,378046
	0,378046

	Км3
	0,177683
	0,175662
	0,174568
	0,173929
	0,173592

	Єу
	53,00%
	53,53%
	53,82%
	53,99%
	54,08%


Таблица 4.4.2
	п
	7
	9
	11
	13
	15

	V0,mj
	1,070695
	1,070695
	1,070695
	1,070695
	1,070695

	V,m*
	0,583426
	0,561821
	0,552624
	0,552449
	0,552218

	Єу
	45,51%
	47,53%
	48,39%
	48,40%
	48,42%


Таблица 4.4.3
	п
	7
	9
	11
	13
	15

	V0lMJ
	0,257186
	0,257186
	0,257186
	0,257186
	0,257186

	V,mj
	0,170695
	0,166281
	0,164158
	0,163986
	0,163806

	ev
	33,63%
	35,35%
	36,17%
	36,24%
	36,31%


5. НЕКОТОРЫЕ ВОЗМОЖНОСТИ МЕТОДА СИНТЕЗА СТЕРЖНЕВЫХ СИСТЕМ НАИМЕНЬШЕГО ВЕСА НА ОСНОВЕ РЕАЛИЗАЦИИ ИХ ОСОБЫХ СВОЙСТВ
Рассматриваемый в данной работе метод синтеза оптимальных систем может быть применен для решения двух типов задач. Во-первых, непосредственно для синтеза систем наименьшего веса, находящихся под действием пространственной нагрузки, с учетом системы ограничений (по прочности, устойчивости, на величину собственной частоты, конструктивных). Во-вторых, для оценки близости решений, полученных другими методами, к оптимальному проекту. В данной главе проиллюстрируем на ряде примеров возможности предложенного метода для решения обоих типов задач,
5.1. Использование метода синтеза для проектирования систем наименьшего веса
В данном параграфе рассматриваются возможности предложенного метода синтеза для непосредственного проектирования оптимальных стержневых систем на основе реализации их особых свойств.
Приведем решение ряда примеров, иллюстрирующих возможности изложенного в данной работе метода. В рассмотренных ниже примерах 5.1.1-5.1.2 приняты следующие исходные данные: / = 12 м, модуль упругости Е = 2*l(f МПа, модуль сдвига G = 8*104 МПа, расчетное сопротивление материала изгибу Go = 200 МПа, коэффициент запаса по устойчивости ку = 1,5.
Пример 5.1.1. Рассматривается стержень с шарнирными условиями опирания в обеих плоскостях инерции. Стержень находится
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под действием сжимающей силы Р - 1000 кН, распределенной нагрузки интенсивности qj = 100 кН/м в вертикальной плоскости, q2 = 200 кН/м в горизонтальной плоскости (рис. 5.1.1). Учитывая приведенные в главе 4 исследования, стержень разбивался на 21 участок, шарнирная опора в 11-м узле.
Объем стержня постоянного по длине квадратного сечения составил Vq = 0,464239 м3 (bj = Ъ2 = 27,82 см). Объем оптимального ступенчатого стержня V = 0,241936 лЛ По сравнению со стержнем постоянного по длине квадратного сечения экономия материала составила 47,89%. Размеры поперечных сечений и уровни напряжений приведены в таблице 5.1.1.
Активными в данном примере оказались ограничения по прочности (1.3.2). График (oj + 02 + стр)/ cr0 ~ 1 иллюстрирует выполнение свойства (2.1.19), а | о> | « I <j2\ - свойства (2.1.18).
Пример 5.1.2, Рассматривается трехпролетная балка, защемленная на левом конце. Условия опирания в обеих плоскостях инерции одинаковы. Стержень находится под действием распределенной нагрузки интенсивности qj = 100 кН/м в вертикальной плоскости, д2 — 300 кН/м в горизонтальной плоскости (рис. 5.1.2). Учитывая приведенные в главе 4 исследования, стержень разбивался на 34 участка, шарнирные опоры в 12-м и 23-м узлах.
Объем стержня постоянного по длине квадратного сечения составил Vo = 0,931761 м3 (Ь} = Ъ2 = 27,87 см). Объем оптимального ступенчатого стержня V = 0,394184 м3. Экономия материала составила 57,69%. Размеры поперечных сечений и уровни напряжений приведены в таблице 5.1.2.
Активными в данном примере являются ограничения по прочности (1.3.2). График (аі+а2+сГр)/ а0 « 1 иллюстрирует выполнение свойства (2.1.19), а графики ]о>|«0,5и |о2І«0,5 - свойства (2.1.18).
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Таблица 5.1.1
	п
	Ь], СМ
	Ъ2, см
	&1
	&2
	(аі+а2+о^/сго

	1
	10,84
	20,93
	0,381
	0,388
	1,0

	2
	14,05
	27,22
	0,429
	0,436
	1,0

	3
	15,48
	30,01
	0,441
	0,448
	1,0

	4
	16,00
	31,04
	0,444
	0,452
	1,0

	5
	15,80
	30,67
	0,442
	0,451
	1,0

	6
	14,81
	28,78
	0,433
	0,444
	1,0

	7
	12,60
	24,55
	0,406
	0,422
	1,0

	8
	9,79
	6,45
	0,121
	0,051
	1,0

	9
	13,82
	26,69
	0,435
	0,429
	1,0

	10
	17,56
	34,18
	0,458
	0,458
	1,0

	11
	20,53
	40,12
	0,469
	0,470
	1,0

	12
	17,56
	34,18
	0,458
	0,458
	1,0

	13
	13,82
	26,69
	0,435
	0,429
	1,0

	14
	9,79
	6,45
	0,121
	0,051
	1,0

	15
	12,60
	24,55
	0,406
	0,422
	1,0

	16
	14,81
	28,78
	0,433
	0,444
	1,0

	17
	15,80
	30,67
	0,442
	0,451
	1,0

	18
	16,00
	31,04
	0,444
	0,452
	1,0

	19
	15,48
	30,01
	0,441
	0,448
	1,0

	20
	14,05
	27,22
	0,429
	0,436
	1,0

	21
	10,84
	20,93
	0,381
	0,388
	1,0
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Таблица 5.1.2
	п
	bj, см
	bj, см
	со
	а2
	(o-f+aj/vo

	1
	0,56
	0,56
	0,020
	0,007
	0,027

	2
	8,71
	26,14
	0,5
	0,5
	1,0

	3
	9,75
	29,24
	0,5
	0,5
	1,0

	4
	10,19
	30,57
	0,5
	0,5
	1,0

	5
	10,60
	31,79
	0,5
	0,5
	1,0

	6
	10,60
	31,79
	0,5
	0,5
	1,0

	7
	10,19
	30,57
	0,5
	0,5
	1,0

	8
	9,75
	29,24
	0,5
	0,5
	1,0

	9
	8,71
	26,14
	0,5
	0,5
	1,0

	10
	0,56
	0,56
	0,020
	0,007
	0,027

	11
	9,75
	29,24
	0,5
	0,5
	1,0

	12
	12,84
	38,51
	0,5
	0,5
	1,0

	13
	9,75
	29,24
	0,5
	0,5
	1,0

	14
	0,56
	0,56
	0,031
	0,012
	0,047

	15
	8,71
	26,14
	0,5
	0,5
	1,0

	16
	10,19
	30,57
	0,5
	0,5
	1,0

	17
	10,60
	31,79
	0,5
	0,5
	1,0

	18
	10,60
	31J8
	0,5
	0,5
	1,0

	19
	10,19
	30,57
	0,5
	0,5
	1,0

	20
	8,71
	26,14
	0,5
	0,5
	1,0

	21
	0,56
	0,56
	0,022
	0,010
	0,032

	22
	9,75
	29,24
	0,5
	0,5
	1,0

	23
	12,84
	38,51
	0,5
	0,5
	1,0

	24
	9,75
	29,24
	0,5
	0,5
	1,0

	25
	0,56
	0,56
	0,030
	0,012
	0,046

	26
	8,71
	26,14
	0,5
	0,5
	1,0

	27
	9,75
	29,24
	0,5
	0,5
	1,0

	28
	10,19
	30,57
	0,5
	0,5
	1,0

	29
	10,60
	31,78
	0,5
	0,5
	1,0

	30
	10,60
	31,79
	0,5
	0,5
	1,0

	31
	10,19
	30,57
	0,5
	0,5
	1,0

	32
	9,75
	29,24
	0,5
	0,5
	1,0

	33
	8,71
	26,14
	0,5
	0,5
	1,0

	34
	0,56
	0,56
	0,020
	0,007
	0,027
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5.2, Испольэошшнс метода синтеза для оценки решений, полученных другими способами
Как отмечено выше, предложенный метод синтеза оптимальных систем может также использоваться для оценки решений, полученных другими методами оптимального проектирования. Проиллюстрируем возможности такого применения метода синтеза на ряде примеров.
В рассмотренных ниже примерах 5.2.1 - 5.2.4 приняты следующие исходные данные: модуль упругости Е ~ 2*105 МПа, модуль сдвига G = 8*10* МПа, расчетное сопротивление материала изгибу оь = 200 МПа, коэффициент запаса по устойчивости ку = 1,5.
Пример 5.2.1. Рассматривается стержень длины / = 6 м, находящийся под действием сжимающей силы Р = 1000 кН и распределенной нагрузки интенсивности q = 100 кН/м (рис.5.2.1). Стержень разбивался на 11 участков.
При оптимизации методом градиентного спуска получили стержень объемом V = 0,140225 м3, при этом экономия материала по сравнению со стержнем постоянного по длине квадратного сечения (V0 = 0,317299 м3) составила 55,81%. При оптимизации предложенным в данной работе методом синтеза экономия составила 57,05% (V = 0,136266 м3). Результаты сведены в таблицу 5.2.1. Из приведенных в таблице 5.2.1 уровней напряжений видно, что в первом случае результат не достигает оптимума, т.к. свойство (2.1.19) не выполнено; во втором случае свойство (2.1.19) выполнено почти всюду.
Пример 5.2.2. Рассматривается шарнирно опертая балка длины 1=6м, находящаяся под действием сжимающей силы Р = 2000 кН и распределенной нагрузки интенсивности qi=50 кН/м в вертикальной плоскости и qi=20 кН/м  в горизонтальной плоскости (рис.5.2.2). Балка
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разбивалась на 11 участков. Результаты вычислений сведены ь іаблицу 5.2.2.
При оптимизации методом градиентного спуска получили балку объемом V = 0,266135 м , при этом экономия материала по сравнению со стержнем постоянного по длине квадратного сечения (Уд = 0,339708 м3) составила 21,66%. Свойства (2.1.19) и (2.2.9) для полученного проекта не выполняются. Следовательно, оптимум не достигнут. Близость к оптимальному решению видна из столбца (<Ji+<j2+<7P)/<j0 таблицы 5.2.2. При оптимизации предложенным в работе методом синтеза экономия составила 22,56% (V = 0,263056м ), свойства (2Д. 19) и (2.2.9) при этом выполнены.
Пример 5.2.3. Рассматривается двухпролетная балка длины 1=12м, находящаяся под действием распределенной нагрузки интенсивности qj-100 кН/м в вертикальной плоскости и q2~200 кН/м в горизонтальной плоскости (рис.5.2.3). Балка разбивалась на 21 участок с промежуточной опорой в 11 узле. Результаты расчетов приведены в таблице 5.2.3.
При оптимизации методом градиентного спуска получили балку объемом V - 0,757857м , при этом экономия материала по сравнению со стержнем постоянного по длине квадратного сечения (Vo — 1,406670 м3) составила 46,12%. Свойства (2.1.18), (2.1.19) для полученного проекта не выполняются. Следовательно, оптимум не достигнут. Близость к оптимальному решению видна из столбца (о/+сг^/сг0 таблицы 5.2.3. При оптимизации предложенным в работе методом синтеза экономия составила 50,96% (V = 0,689804 м\ свойства (2Д. 18), (2.1.19) при этом выполнены.
Отметим, что полученные оптимальные решения зачастую являются технологически не реализуемыми, но они могут служить предельным решением для оценки реальных проектов.
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Рис. 5.2.1
Таблица 5.2.1
	п
	метод спуска
	метод выравнивания

	
	hi, см
	Ь2, см
	(ty+aj/ao
	bi, см
	Ьг, СМ
	(сТі+а^/сго

	1
	36,08
	11,60
	1,00
	39,51
	7,75
	1,00

	2
	31,16
	9,65
	0,99
	28,33
	7,88
	1,00

	3
	30,57
	5,64
	0,86
	12,75
	8,01
	0,86

	4
	30,56
	.2,95
	0,86
	40,24
	3,52
	0,98

	5
	30,58
	5,95
	0,95
	34,55
	6,43
	1,00

	6
	30,66
	7,95
	0,98
	33,79
	8,06
	1,00

	7
	31,31
	8,72
	0,99
	33,61
	8,79
	1,00

	8
	31,46
	8,79
	0,99
	32,82
	9,03
	1,00

	9
	30,80
	8,32
	0,98
	31,22
	8,78
	1,00

	10
	30,61
	6,92
	0,93
	28,37
	7,98
	1,00

	и
	30,59
	4,77
	0,75
	23,89
	5,78
	0,96
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Рис. 5.2.2
Таблица 5.2.2
	n
	метод спуска
	метод выравнивания

	
	Ьі.см
	Ь2,см
	CTpl
	Cfp2
	(Ої + ЄГ2 + СГр)/оо
	Ьі,см
	Ьъсм
	ffpi
	СТр2
	(<Tl+<J2-,rOp)/cb

	1
	18,28
	13,65
	0,12
	0,21
	0,90
	19,09
	12,30
	0,12
	0,28
	1,00

	2
	22,93
	16,66
	0,16
	0,31
	0,96
	24,16
	15,41
	0,15
	0,39
	1,00

	3
	26,49
	17,55
	0,17
	0,36
	0,98
	26,91
	17,08
	0,16
	0,40
	1,00

	4
	28,10
	18,41
	0,17
	0,38
	0,99
	28,56
	18,08
	0,17
	0,40
	1,00

	5
	28,94
	18,90
	0,18
	0,39
	1,00
	29,46
	18,62
	0,17
	0,40
	1,00

	6
	29,46
	18,93
	0,18
	0,40
	1,00
	29,75
	18,79
	0,17
	0,40
	1,00

	7
	28,94
	18,90
	0,18
	0,39
	1,00
	29,46
	18,62
	0,17
	0,40
	1,00

	8
	28,10
	18,41
	0,17
	0,38
	0,99
	28,56
	18,08
	0,17
	0,40
	1,00

	9
	26,49
	17,55
	0,17
	0,36
	0,98
	26,91
	17,08
	0,16
	0,40
	1,00

	10
	22,93
	16,66
	0,16
	0,31
	0,96
	24,16
	15,41
	0,15
	0,39
	1,00

	11
	18,28
	13,65
	0,12
	0,21
	0,90
	19,09
	12,30
	0,12
	0,28
	1,00
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Рис. 5.2.3
Таблица 5.2.3
	n
	метод спуска
	метод выравнивания

	
	Ь[,см
	bz,CM
	o~i
	02
	(ся+оїУоо
	Ьі.см
	bz,CM
	ОЇ
	02
	(04 +02)/Ob

	1
	11.63
	37.89
	0.35
	0,22
	0,57
	12,23
	24,46
	0,5
	0,5
	1,0

	2
	14.78
	38.24
	0.53
	0,41
	0,94
	16,52
	33,03
	0,5
	0,5
	1,0

	3
	18.07
	39.88
	0.47
	0,43
	0,89
	18,37
	36,75
	0,5
	0,5
	1,0

	4
	18.24
	39.82
	0.51
	0,47
	0,98
	19,06
	38,12
	0,5
	0,5
	1,0

	5
	17.87
	39.48
	0.51
	0,47
	0,98
	18,82
	37,63
	0,5
	0,5
	1,0

	6
	15.48
	40.24
	0.53
	0,42
	0,95
	17,57
	35,13
	0,5
	0,5
	1,0

	7
	11.93
	38.29
	0.53
	0,35
	0,87
	14,74
	29,47
	0,5
	0,5
	1,0

	8
	7.14
	37.92
	0.20
	0,04
	0,24
	1Л
	L71
	0,03
	0,015
	0,045

	9
	15.14
	37.91
	0.53
	0,41
	0,94
	16,11
	32,22
	0,5
	0,5
	1,0

	10
	20.99
	43.66
	0.51
	0,48
	0,99
	21,06
	42,12
	0,5
	0,5
	1,0

	и
	25.36
	49.85
	0.50
	0,50
	1,00
	24,92
	49,84
	0,5
	0,5
	1,0

	12
	20.99
	43.66
	0.51
	0,48
	0,99
	21,06
	42,12
	0,5
	0,5
	1,0

	13
	15.14
	37.91
	0.53
	0,41
	0,94
	16,11
	32,22
	0,5
	0,5
	1,0

	14
	7.14
	37.92
	0.20
	0,04
	0,24
	1,71
	1,71
	0,03
	0,015
	0,045

	15
	11.93
	38.29
	0.53
	0,35
	0,87
	14,74
	29,47
	0,5
	0,5
	1,0

	16
	15.48
	40.24
	0.53
	0,42
	0,95
	17,57
	35,13
	0,5
	0,5
	1,0

	17
	17.87
	39.48
	0.51
	0,47
	0,98
	18,82
	37,63
	0,5
	0,5
	1,0

	18
	18.24
	39.82
	0.51
	0,47
	0,98
	19,06
	38,12
	0,5
	0,5
	1,0

	19
	18.07
	39.88
	0.47
	0,43
	0,89
	18,37
	36,75
	0,5
	0,5
	1,0

	20
	14.78
	38.24
	0.53
	0,41
	0,94
	16,52
	33,03
	0,5
	0,5
	1,0

	21
	11.63
	37.89
	0.53
	0,22
	0,57
	12,23
	24,46
	0,5
	0,5
	1,0
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Основные результаты исследований, выполненных в диссертации, заключаются в следующем:
1.
Выведены аналитические уравнения, выражающие особые
свойства стержней наименьшего веса прямоугольного поперечного
сечения при варьировании параметрами сечений и наличии разнородных
ограничений.
2. На основании реализации выявленных особых свойств создан метод синтеза оптимальных конструкций.
3. Обоснованы алгоритмы и программы, позволяющие проводить реализацию предложенного метода при учете ограничений по прочности, устойчивости, на величину первой частоты собственных колебаний и конструктивных ограничений на размеры сечений.
4.
Разработан алгоритм реализации метода синтеза при
произвольных условиях опирания, загружения и различных сочетаниях
разнородных ограничений.
5.
Предложенный метод может быть использован для оценки
решений, полученных другими методами.
6.
На численных примерах исследована сходимость и
эффективность предложенных алгоритмов.
7.
Составлена программа реализации метода синтеза стержней
наименьшего веса на основе их особых свойств.
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